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内 容 简 作 


本 书 是 为 大 学 非 基础 数学 专业 “ 实 变 函数 与 省 函 分 析 ” 课 程 编 写 的 教材 。 它 
的 先 修 课 程 是 数学 分 析 或 物理 类 的 高 等 数学 。 全 书 共 分 6 章 ， 内 容 包括 ， 集 合 ， 
欧 氏 空间 ， Lebesgue 测度 ， Lebesgue 可 测 函 数 ， Lecbcsgnune 积分 ， 测 上 度 空 
间 , 测度 空间 上 上 的 可 测 函 数 和 积分 ， 7FP 空间 ， 克 ”空间 ， 卷 积 与 Fonrier 变换 ， 
Hilbert 空间 理论 ，jJfilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 ， Banach 空间 ， Banach 
室 间 上 上 的 有 界线 算 子 ， Banach 室 间 上 的 连续 线性 泛 丽 ， 共 空 间 与 共 罗 算 于 ， 
Banach 空间 的 收 仇 性 与 紧 致 性 。 

本 书 在 选材 于 注重 了 少 前 精 ， 罕 出 重点 ， 并 充分 地 反映 了 实 变 函 数论 与 泛 表 
分 析 中 的 核心 肉 容 ， 存 内容 的 处 理 上 ， 体 现 了 由 浅 入 深 ， 德 序 渐进 的 原则 ; 在 介 
绍 新 理 沦 的 同时 ， 既 盖 明 它 的 彰 景 ， 叉 介绍 它 与 前 面 的 的 理论 间 的 联系 ; 企 叙 述 
表达 上 ， 严 灌 精 练 ， 清 断 易 读 ， 便 于 教学 与 自学 。 为 便于 读者 复习 、 巩 固 ， 理 解 
和 拓 广 所 学 知识 ， 每 节 后 配置 了 丰富 的 习题 。 为 了 使 书 中 的 内 容 成 为 自封 鲍 的 ， 
特 编 了 四 节 附 录 附 在 正文 之 后 ， 这 样本 书 中 所 有 的 定理 都 给 出 严格 的 数学 证 明 。 
书 末 附 有 部 分 习题 的 参考 解答 或 提示 。 

本 书 可 作为 综合 大 学 . 理工 科大 学 . 高 等 师范 院 校 应 用 数学 、 计 算数 学 统计 
学 、 息 理学 等 专业 ， 以 及 与 金融 教学 相关 学 科 的 本 科 生 教材 或 教学 参考 节 ， 也 可 
供 从 事 救 学 或 物理 研究 的 科技 人 员 和 参考 。 


























作者 简介 
郭 瓜 正 ”北京 大 学 数学 科学 学 院 教 援 .博士 生 导 师 。 1984 年 在 美 
国 组 约 大 学 柯 妆 研究 所 著 博 士 学 位 。 主 要 研究 方向 是 数学 物理 、 随 机 
过 程 和 算 子 代数 。 已 出 版 著作 ， 与 张 蒜 庆 合 著 发 远 函 分 析 讲 义 少 (下 
册 ), 并 于 1992 年 获 第 二 届 普 通 高 等 学 校 优秀 孝 权 全 国 优 秀 奖 。 
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自 1995 年 以 来 ,在 姜 伯 允 院 士 的 主持 下 ,北京 大 学 数学 科学 
学 院 很 据 国际 数学 发 展 的 要 求 和 北京 大 学 数学 教育 的 实际 ,创造 
性 地 贯 和 宴 教育 部 “加 强 基 础 ,淡化 专业 ,因材施教 ,分 流 培养 ?的 办 
学 方针 ,全 面 发 挥 我 院 学 科 门 类 齐全 和 师资 力量 雁 厚 的 综 会 优 
势 , 在 培养 模式 的 转变 .教学 计划 的 修订 . 载 学 内 容 与 方法 的 章 
新 ,以 及 教 灶 建 设 等 方面 进行 了 全 方位 .天 力度 的 改革 ,取得 了 显 
著 的 或 效 。2001 年 ,北京 大 学 数学 科学 学 院 的 这 项 改革 成 果 荣 获 
全 国教 学 成 果 特 等 奖 , 在 国内 外 产生 殷 大 反响 。 

在 本 科教 育 改革 方面 ,我 们 按照 加 强 基 础 . 肖 化 专业 的 要 求 ， 
对 载 学 各 主要 环节 进行 了 调整 ,使 数学 科学 学 院 的 全 体 学 生 在 数 
学 分 析 、 高 等 代数 .几何 学 .计算 机 等 主干 基础 课程 上 ,接受 学 时 
充分 .强度 足 鲍 的 严格 训练 ;在 对 学 生 分 流 墙 养 阶段 ,我 们 在 课程 
内 容 上 坚决 贯彻 *“ 少 而 精 ? 的 原则 ,大 力 压 缩 后 续 课 程 中 多 年 逐步 
形成 的 过 窜 .过 深 和 过 早 的 教学 内 容 ,为 新 的 培养 方向 .实践 性 教 
学 环节 ,以 及 为 培养 学 生 的 创新 能 方 所 进行 的 基础 科研 训练 争取 
到 了 必要 的 学 时 和 空间 。 这 畔 既 使 学 生 打 下 宽广 .坚实 的 基础 ,又 
充分 照顾 到 每 个 人 的 不 同 特 长 .爱好 和 发 展 取向 。 与 上 上 述 改 革 相 
过 应 ,积极 而 愤 重 地 进行 教学 计划 的 修订 ,适当 压缩 常 微 、 复 变 、 
偏 徽 、. 实 变 、 微 分 有 几何、 抽检 代 数 、 污 通 分 析 等 后 续 课 程 的 周 学 时 。 
并 瑙 加 了 数学 模型 和 计 和 草 机 的 相关 课程 ,使 学 生 有 更 大 的 选课 舍 
地 。 

在 研究 生 教 育 中 ,在 注重 专题 课程 的 同时 ,我 们 制定 了 30 多 
门 研究 生 普 选 基础 课程 (其 中 数学 系 18 门 ), 重 志 拓 宽 学 生 的 专 
业 基 础 和 加 强 学 生 对 数学 整体 发 展 及 最 新 进展 的 了 解 。 





载 材 建设 是 教学 成 果 的 一 个 重要 体现 。 与 修订 的 载 学 计划 相 
配合 ,我 们 进行 了 有 组 织 的 教材 建设 ,计划 自 1999 年 起 用 8 年 的 
时 间 修 订 . 编 号 和 出 版 40 余 种 教材 ,这 就 是 将 陆续 呈现 在 大 家 面 
前 的 & 北 京 大 学 数学 教学 永 列 蛤 书 》. 这 亏 具 书 疑 聚 了 我 们 近 十 年 
在 人 才 培 养 方 面 的 思考 ， 记 录 了 我 们 教学 实践 的 足迹 ,体现 了 我 
们 教学 改革 的 成 果 , 反 上 映 了 我 们 对 新 世纪 和 人 于 培 养 的 理念 ,代表 
了 我 们 新 时 期 的 数学 教学 水 平 。 

经 过 20 世纪 的 空前 发 展 , 数 学 的 基本 理论 更 加 深入 和 完善 ，. 
而 计算 机 技术 的 发 展 司 得 数学 的 应 用 更 加 直接 和 广泛 ,而 且 活 焉 
于 生产 第 一 线 ,促进 善 技术 和 经 济 的 发 展 , 所 有 这 些 部 正在 改变 
着 人 们 对 数学 前 传统 认识 。 同 时 也 促使 数学 研究 的 方式 发 生 巨大 
变化 。 作 为 整个 科学 技术 基础 的 数学 , 正 突 破 人 传统 的 范围 而 向 人 
类 一 切 知 识 皮 域 活 篷 。 作 为 一 种 文化 ,数学 科学 已 成 为 推动 人 类 
充 明 进化 .知识 创新 的 重要 因素 ,将 更 深刻 地 改变 着 客观 现实 的 
面 萄 和 人 们 对 世界 的 认识 。 数 学 素质 已 成 为 今天 培养 南 层 次 创新 
人 才 的 重要 基础 。 数 学 的 理论 和 占用 的 巨 天 发 展 必 然 引 起 数学 载 
育 的 深刻 变革 .我们 现在 的 改革 还 是 初步 的 。 教 学 改革 无 禁区 ,但 
要 十 分 稳重 和 积极 :人 才 培 养 无 止境 , 既 要 遵 往 基本 规律 ,更 要 不 
断 创 和 新。 我 们 现在 推出 这 震 全 书 , 目 的 是 向 天 家 学 习 .。 计 我 们 友 家 
携 起 手 来 ,为 狂 高 中 国 数学 教育 水 平和 建设 世界 一 流 数 学 强国 而 
共同 努力 。 


张 继 平 
2002 咎 5 月 18 日 
于 北京 大 学 蓝 生 营 
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实 变 函 数 与 泛 函 分 析 这 两 门 课程 是 进入 现代 数学 的 门槛 . 我 在 20 
世纪 60 年 代 上 大 学 时 , 实 变 函 数 已 是 数学 系 本 科 生 高 年 级 的 必修 课 ， 
但 是 泛 函 分 析 只 是 函数 论 专业 学 生 的 专业 必修 课 ， 当 时 的 教材 相当 缺 
乏 ， 主 要 的 参考 书 是 翻译 的 俄 文 教材 或 专著 ， 

1978 年 恢复 高 考 以 来 ， 泛 函 分 析 课 开始 成 为 北京 大 学 数学 系 本 科 
生 的 一 门 必修 课 . 这 一 方面 因为 这 门 课程 的 重要 性 ， 另 一 方面 是 因为 
在 北京 文学 数学 系 这 门 课 穆 已 经 十 分 成 熟 ， 完 全 有 能 力 开 好 ， 而 且 相 
基教 材 的 建设 也 取得 很 大 成 绩 , 半 民 强 先 生 编著 的 《 实 变 苯 数 》, 张 蒜 
庆 与 林 源 渠 先生 编著 的 《旗下 分析 讲义 》》 上 册 分 别 于 1985 年 和 1987 
年 出 版 ， 这 两 本 教材 编 得 非常 成 功 ， 蓝 得 很 高 的 评价 . 此 外 ， 许 多 好 
的 英文 教材 相继 影印 出 版 ， 国内 许多 大 学 也 出 版 了 不 少 实 变 函 数 教材 
与 托 函 分 析 教 材 ， 有 些 是 非常 优秀 的 ， 有 很 大 的 影响 ， 总 之 实 变 函数 
与 泛 丽 分 析 这 两 门 课 程 的 建设 相当 成 熟 . 那么 为 什么 还 要 在 北京 大 学 
开设 称 之 为 “ 实 变 函 数 与 吧 函 分 析 ” 的 一 学 期 的 课程 呢 ? 

事实 上 教育 事业 一 直 处 于 不 断 的 改革 之 中 ， 北 京 大 学 数学 系 教学 
工作 也 在 不 断 的 改革 中 前 进 ， 关 心 和 发 展 应 用 数学 始终 是 改革 的 一 个 
重要 议题 . 早 在 20 世纪 80 年 代 北 京 大 学 数学 系 就 增设 了 信息 专业 ; 
1995 年 成 立 数学 学 院 时 又 增设 了 金融 数学 专业 ， 根 据 “ 加 强 基础 ， 淡 
化 专业 ， 因 材 施 教 ， 分 流 培养 * 的 方针 ， 本 科 生 教育 增加 了 计算 机 方 
面 的 课程 ， 还 添 设 了 数学 模型 课 等 ， 由 于 学 制 是 四 年 ， 尽 管 泛 画 分 析 
课 仍 是 基础 数学 、 计 算数 学 和 概率 论 的 专业 必修 课 ， 但 是 一 些 应 用 学 
科 的 专业 已 经 不 可 能 再 安排 一 学 期 的 泛 函 分 析 课 ， 然 而 无 论 是 金融 数 





BM 前言 


学 还 是 信息 学 科 ， 乃 至 物理 学 科 各 专业 的 本 科 生 应当 有 一 些 泛 函 分 术 
的 训练 ， 这 是 大 家 的 共识 ， 于 是 就 提出 开设 一 学 期 的 实 变 函数 与 证 函 
分 析 课 的 要 求 ， 应 领导 的 安排 我 在 两 年 前 开始 考虑 设计 这 门 课 . 

实 变 函数 与 泛 困 分 析 已 经 是 相当 成 熟 的 课程 ， 其 内 容 已 经 高 度 浓 
缩 ， 它 们 所 字 痊 的 理论 和 内 容 都 是 十 分 基本 的 或 者 是 十 分 重要 的 ， 现 
在 有 许多 优秀 的 中 文教 材 和 外 文教 材 ， 要 编写 有 新 意 的 教材 无 疑 是 一 
相 难 题 ， 更 何况 要 将 一 学 年 的 课程 压缩 成 一 学 期 的 课程 ， 这 样 的 教材 
就 更 难 编写 了 ， 了 于 是 我 考察 对 比 了 十 多 种 优秀 教材 ， 上 反复 思考 应 当 保 
留 什 么 ? 也 就 是 应 当 舍 去 什么 ”结果 发 现 这样 根 木 无 法 进行 下 去 ， 岗 
为 许多 精彩 的 理论 同时 也 是 重要 的 理论 都 很 难 将 其 砍 掉 . 于 是 我 决定 
改变 思路 ， 先 确定 这 门 谋 的 主线 . 这 门 课程 的 一 条 线 是 ， 欧 氏 空间 -- 
Lepesgue 平方 可 积 和 函数 空间 Hilbert 空间 ;与 此 同时 还 有 平行 的 另 一 
条 组: 欧 氏 空间 一 疡 次 Lebesgue 可 积 羡 数 空间 一 Banach 空间 ， 前 者 是 
后 者 的 特例 .这 两 条 线 可 以 有 合 有 分 ， 有 机 地 揉 在 一 起 而 组 成 这 1 ] 课 
的 主线 ， 以 主线 为 网， 网 举 目 张 ， 就 可 以 添 枝 加 叶 了 . 

作者 编写 这 本 教材 , 力求 通过 一 学 期 课程 的 讲授 , 使 学 生 了 解 Ba- 
nach 室 间 中 拓扑 现象 的 描述 和 它 代表 的 内 洱 ， 了 解 无 穷 维 Banach 空 
间 与 有 穷 维 欧 氏 空间 的 对 比 及 其 异同 ,并 使 学 生 了 解 六 次 Lebesgue 可 
积 函 数 空 间 的 理论 即 是 理解 以 上 思想 的 纽 结 和 穴位 ， 作 者 在 组 织 内 容 
方面 力求 做 到 由 浅 入 深 ， 由 点 到 面 ， 循 序 渐进 的 原则 在握 述 表达 上 
力求 清晰 易 读 ， 便 于 教学 和 阅读 ， 为 了 使 得 教材 精练 ， 还 将 一 些 重要 
定理 的 证 明 放 在 书 末 的 附录 里 以 便 读 者 自学 ， 尽 管 做 了 许多 努力 正文 
部 分 仍 有 300 余 页 ， 内 容 似乎 还 是 多 了 一 些 ， 建 议 教员 在 讲授 时 不 要 
每 个 定理 都 证 明 ， 应 当 选 取 适 当 材料 留 给 学 生 阅 读 ， 比 如 抽象 测度 空 
间 理 论 ， 所 括 测度 空间 上 的 可 测 函 数 、 可 积 函 数 等 ， 以 培养 学 生 的 自 
学 能 力 ， 对 上 教学 而 言 ， 这 是 建设 一 门 新 课程 ， 对 于 作者 而 言 ， 这 是 
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第 一 章 ”集合 与 运算 


集合 论 产生 于 19 世纪 70 年 代 , 它 是 由 德国 数学 过 康 托 尔 (Cantor) 
便 立 的 ， 如 今 已 发 形成 为 一 个 独立 的 数学 分 支 ， 它 是 整个 现代 数学 的 
逻辑 基础 ， 其 基本 概念 与 方法 已 次 人 到 现代 数学 各 个 领域 ， 而 就 其 发 
展 历史 而 言 ， 则 与 近代 分 析 的 发 展 密 切 相 关 ， 实 变 函 教 论 与 省 函 分 析 
将 运用 大 莉 集 合 论 手 识 ， 本 章 将 对 集合 论 知 识 作 一 必要 介绍 ， 在 本 课 
程 中 集合 论 只 是 一 个 辅助 工具 ， 因 此 本 党 仅 介绍 那些 必 不 可 少 的 集合 
论 知 识 , 并 不 深入 它 的 专门 课题 , 不 涉及 任何 有 关 集 合 论 公 理 的 讨论 . 





81.1 集合 及 其 运算 


831.1.1 ”集合 及 其 运算 


我 们 在 高 等 数学 等 前 期 课程 中 已 经 接触 过 集合 的 概念 ， 集合 是 一 
种 最 基本 的 数学 概念 ， 对 它 难 以 严格 定义 ， 只 能 给 以 一 种 描述 ， 所 谓 
集合 ， 指 的 是 具有 一 定性 质 的 对 象 的 全 体 ， 我 们 通常 用 大 写 斜 体 英 文 
字母 4,B,XY 等 表示 集合 ， 集 合 中 的 对 银 称 为 该 集合 中 的 元 素 ， 通 
常用 小 写 斜 体 英文 字 厨 ob z,g 等 表示 集合 中 的 元 素 ， 对 王 集 合 4 ， 
如 果 对 象 z 是 集合 4 的 元 素 ， 则 说 > 属 十 44 ， 记 作 a < 4;， 如果 
xz 不 是 集合 4 的 元 素 ， 则 称 z 不 属于 4, 记 作 *E4. 不 含 任何 元 素 的 
集合 称 为 空 集 ， 记 作 外 只 含 一 个 元 素 a 的 集合 记 作 {al ， 称 之 为 单 
元 素 集 ， 通 常 约 定 以 专用 字母 来 表示 一 些 最 常用 的 集合 ， 例 如 ， 字 和 母 
,QQ,R,C 等 分 别 表示 自然 数 集 、 整 数 集 、 有 理 数 集 、 实 教 集 和 复数 





2 第 一 章 集 台 与 运算 


集 . 

通 基 采用 的 集合 表示 法 有 两 种 : 其 一 怎 列 华 法 ,例如 10 以 内 的 偶 
数 构成 的 集合 是 {2,4.6,8,10} ， 在 伦 括 号 {} 内 将 其 元 素 一 一 列举 出 
来 ; 其 二 是 描述 法 ， 用 元 素 所 满足 的 条 件 来 描述 它 ， 例 如 4 是 由 具有 
性 质 p 的 元 素 金 体 组 成 时 ， 记 为 : 4 = {fala 具 有 性 质 吕 } ， 其 中 多 
可 以 悔 一 段 文字 ， 也 可 以 是 某 个 数学 式 子 ， 例 如 

六 一人 开关 E 有 有 目 大 >0， 
上 式 也 可 简写 成 W = {EE ZK > 0}、 类似 地 [aoo) = {z 荆 及 |z > 
al (rzo-8zo+ 有 ={zE 了 | 一 zol<6 其 中 加 oE 开 II>0. 

假设 4, 召 是 两 个 集合 ， 如 果 4 中 的 元 圳 都 是 吾 中 的 元 素 ， 则 称 
4 是 吾 的 子 集合 ,， 记 作 4C 吾 或 记 作 互 2 4 ， 前 者 读 作 “ 4 包 会 
于 吾 中 ”， 后 者 读 作 “ 旦 包含 4"， 例 如 对 于 任意 的 ep E 民 ， 区 间 
[人 < 肛 . 空 集 g@ 是 任何 集合 的 子 集 ， 任 何 集合 都 是 其 日 身 的 子 集 . 
若 同 时 有 4 3 互 且 电 2?4， 则 称 半 与 吾 相 等 ， 记 作 4 = 旦 .者 
4 世 召 ,并 旦 存在 pnE 吾 ,满足 bs4， 则 称 4 是 电 的 真子 集 ， 记 作 

4 后 百 . 

例 1 设 4={oj5=f2-3.C=freRlz2 -4=0}， 则 于 
有 两 个 子 集 ， 即 4 与 及 ， 避 = 吕 用 有 四 个 子 集 ， 即 吾 ， 入 ，{2} 与 
人 32] 

通常 在 讨论 一 个 问题 时 ， 问 题 中 所 涉及 的 集合 总 是 某 个 最 大 集合 
X 的 子 集 ， 此 时 称 苇 是 全 集 ; 当 4CX 时 ， 称 由 天 中 不 属于 4 的 
元 素 的 全 体 组 成 的 集合 为 4 的 补 集 或 余 集 ， 并 记 为 4 子 是 4 = 
{zlzeXxzE4}. 显然 有 5 = 由 氏 二 苇 . 当 全集 天 已 知 时 ， 不 一 定 
明显 标 出 它 ， 王 是 可 简 记 为 4 = {z|1zE4j. 例如 在 实数 集 及 中 ， 

[aeci 5 一 frE 恨 12E[ceo)} 一 {fzE 了 |z<al=( 一 ecj. 
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定义 1.1.1 设 4, 昌 是 两 个 集合 ， 称 集合 {z|ze 4 或 z 吾 } 为 
4 与 妃 的 并 集 ， 记 为 4U 忆 ， 称 集合 {zlze4 且 ze 中 为 4 与 已 
的 交集 ， 记 为 4n 吾 ,车 4nD =1， 称 4 与 互 互 不 相交 ;， 称 集 合 
fylze4zEB} 为 4 与 吾 的 营 ， 记 为 4. 

4U 巨 是 由 4 与 召 的 全 部 元 素 构成 的 集 台 ; 4m 是 由 4 与 吾 
的 公共 元 素 构 成 的 集合 ， 而 4 吾 是 由 在 集合 4 中 而 不 在 集合 召 中 
的 全 部 元 素 构成 的 集合 .例如 


本 TUP+LP 二 2 一 人 十 人 2、 
[下 十 轨 门 吕 十 1 十 引 二 [加 十 二 有 十 习 ， 
[站 十 分 和 [天 十 二 下 十 中 一 各 天 十 二 


图 1.1 为 集合 4 和 吾 经 并 . 交 与 差 运算 后 所 构成 的 新 集合 ， 图 中 有 阴 
影 部 分 即 为 新 集合 . 
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关于 集合 作 并 、 交 与 差 及 其 联合 运算 ， 有 下 独 重 要 规律 ， 

定理 1.1.2 设 有 集合 4, 吾 与 C， 则 有 

人 ) 交换 律 ， 4U 日 = 瑟 U4，4m 了 = 吾 门 4; 

(2 结合 

4UIBUCI=(d4UB)IUC 4mEBmnC)= (4DBnci 
(3) 分 配 律 ， 
4nBuco=(4nBIUdnme)， 
4U(BnOOI=(dUBInIUCY 
(二 对 侦 律 ， (4UBic = den 天，(4nm 了 Be = 4UBei 
{5]) 4A\ 吾 = 4 吾 c; 
6 落 4 五 , 则 4cc. 

证 明 以 他) 的 第 一 式 为 例 ， 其 他 各 式 的 证 明 是 类 似 的 , 若 z < 
(4UBy , 则 zE4uUB ,于 是 xzE4 且 zE 虽 ,这 表明 ze4 有 ze， 
所 以 工 E 不 门 ， 因 此 (4UBicc dmBe. 芭 之 , 车 zeEa4enmn 吕 ec ， 
则 ze4c 日 ze5ce， 于 是 zeE4 且 zrEB ， 显 然 有 zE4uU 忆 ， 这 表明 

e (4uUB)c 因 此 asnBesct4UB ， 故 得 
(4UBJe = 汪 门 瑟 5. 

类 似 地 ， 可 定义 多 个 集合 的 并 集 与 交集 . 设 有 集合 族 {4xjxsr 其 

中 工 是 指标 集 ， 规 定 其 并 集 与 效 集 如 下 : 


U4A={tzlaxezedx]i 【1.1.1) 
太 夺 了 





门 4={fzlYAE YEdx]}， 人 .1.2) 
入 守卫 
交 钦 律 与 结合 律 仍 适用 于 多 个 集合 的 并 集 与 交集 运算 ， 分 配 律 与 
对 偶 律 ， 可 以 写成 
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1) 分 配 律 : 
表 广 


UBj= Uney， 


( 和 后 了 入 后 了 


门 已) 三 请 CLUB) 
入 富 了 凡 尼 三 
(分 对 个 律 ( 德 摩根 (De Morgan) 法 则 ): 
(0 全 - 昌 4 
入 全 了 


广 反 王 


(Ua) = 站 私 


入 尼 放 入 在 了 


4 


一 般 地 , 车 4 是 含有 个 元 素 的 有 限 集 合 , 则 4 惟有 2" 个 子 集 . 
这 启示 出 如 下 的 记号 : 任 给 集合 天 ， 它 的 子 集 之 全 体 构 成 的 集合 ， 称 
为 天 的 备 集 ， 记 作 22 . 

给 定 集合 万 ， 考 虑 它 的 圭 集 24 ， 蓝 为 由 甘 的 所 有 子 集 构成 的 
集合 族 ， 舌 集 27 关于 由 定义 1.1.1 中 给 出 的 集合 的 并 运算 、 交 运算 、 
补 运 算 ， 以 及 差 运 算 均 是 封闭 的 ， 集合 的 并 、 交 、 补 与 差 运 算 应 当 看 
作 是 2X 中 的 代数 结构 ， 利 用 集运 算 分 解 一 些 复杂 的 集合 ， 足 必须 党 
气 的 基本 技巧 


例 3 洲 Fz) 是 取 上 的 实 值 冰 数 ，4 = {zE 下 ffz) > 0,4n = 
{fze 归 |Jlz) > 1njneS. 用 4 表示 集合 4. 因 


j/ 加 >0ee 和 ER:J( > 二 ， 


故 





工区 半生 了 习 刀 和 末 ; 太 所 0 


这 表明 4 = U 4 
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例 3 用 对 偶 性 质 ， 由 例 2 即 得 
tzeRlya so -=(U4 站 竺 


-站 (zeglyas -]} 


设 了 是 一 非 空 集 . 若 对 每 个 E 了， 指定 了 一 个 集合 4 ， 则 称 
{4TAE 了 为 一 个 集合 族 ， 称 集合 族 {4uln e N] 为 集合 列 ， 遂 常 简 
记 作 {4. 若 4 和 4cC4 工 (或 4D43D4 
…) ， 则 称 集合 列 4" 是 升 列 (或 降 列 ). 升 列 各 降 列 合 称 为 单调 列 ， 


例 4 设 ffz), 户 (ze 是 良 上 实 值 函数 ， 令 
4= {zeRl lm 户 (z) = Ha)， 


4nn= {ze 开 | | 记 加 -fol< 二 } 
用 集 4mn (mm e 了 ) 来 表示 4.， 由 极限 定义 
Pt 一 FUz) 
古人 EN 由 ER 有 ww 天 2 起 (一 站 < LA 
VE 隔 避 E 卫 YY 到 人 > 有 了 二 mAR 


由 交 与 并 的 定义 得 出 加 
4= 站 品 门 4mx (1.1.3) 
Ta 一 】 妈 一 1 并 一 从 
定义 1.1.3 设 {4n} 是 一 集合 列 ， 记 
im 4 一 门 U 4 (1.1.4) 
六 一 1 大 一 作 
lim 4 = U 门 人 [1.1.5) 
了 六 一 ] 此 一 号 


它们 分 别称 为 集合 列 {4n} 的 上 极限 与 下 极限 ; 若 它 们 相等 ， 则 称 之 
为 集合 列 {4"} 的 梓 限 ， 记 作 Jim 4n. 此 时 称 集合 列 {4n] 收 全 
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由 定义 1.1.3 可 直接 看 出 ， = 属于 上 极限 本 i 4 的 充分 必要 条 

件 是 ， 有 任意 大 的 m 使 < 4n ; z 属于 下 极限 lan 4 的 充分 必要 

条 件 是 ， 当 充分 大 时 ， z E 4 此外， 车 14} 是 升 列 ， 则 它 必 收 

化 日 Jim 4 = 局 4; 若 {4} 是 降 列 ， 则 ,io 4n = 月 4 显然 

集合 列 _ 口 4 是 降 列 ， 集 合 列 站 4 是 升 列 ， 因 此 上 极限 与 下 极限 
天 一 天 一 妃 

可 改写 成 





2 
in 4 = lm 人 4 (1.1.6) 
im 4 一 人 有 4， 人 .1 中 


利用 集合 列 极 限 ， 我 们 就 可 以 将 例 2 的 结论 写成 4 = Jim 4o, 将 
例 3 的 结论 写成 4 = lim 全 . 同样 地 ， 也 可 将 例 4 的 结论 写成 


La 


4= 门 和 甸 4mn. 


放 一 主 中 一 


定义 1.1.4( 直 积 ) 设 有 集合 站,X，… :考虑 由 所 有 有 序 元 
素 了 示 (Za ,zz 其 中 1 E 让 一 1,2,……) 构成 的 集合 ， 
此 集合 为 于 ,nm 的 直 积 ， 也 称 为 笛 卡 尔 乘积 ， 记 作 再 于 或 
天 XXX 有 车站 = 天 =]12…, 交 , 则 将 芋 开 记 成 和 ， 
称 为 互 的 呈 次 硅 ， 


直 积 被 广泛 使 用 ， 如 nm 维 欧 氏 空间 Rn = 【 (ziz2，… za)| zi 
EB1I<i<n 是 要 的 mn 次 虹 ，2r = 人 2 用 放 E 开 工 苹 
i 区] 是 到 " 中 整数 格 点 的 全 体 . 对 于 [@, 引 [四 CC 了 有， 则 

[可 x[e 国 ={T(z 们 az2<pe<sY<d2l 
是 有 中 一 第 形 ， 通常 将 直 积 4 x 吕 形象 地 看 成 以 4, 吾 为 边 的 抵 形 . 
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81.1.2 ”上 极限 与 下 极限 


首先 引进 一 维 点 集 的 上 确 界 与 下 确 界 的 概念 . 考虑 一 维 欧 氏 空间 
及 中 的 一 个 集合 召 . 若 存在 尺 E 到 使 得 对 于 Yz < 吾 , 都 有 z 生产 则 
称 产 是 集合 吾 的 一 个 上 界 ， 


定 光 1.1.5 设 百 C 殷 , 若 数 六 满足 
() 严 是 五 的 一 个 上 界 ; 
(2) 如 果 产 是 五 的 一 个 上 界 ， 则 必 有 疡 大 中， 
就 称 疡 是 集合 如 的 上 确 界 , 记 作 户 = sup 吾 或 六 一 8 


上 确 界 是 最 小 上 界 . 同样 可 以 定义 集合 的 下 界 以 及 下 确 界 . 


定义 1.1.6 设 百 天 取 . me 了 恨 , 若 Yrze 旦 均 有 z>m, 则 mm 称 
为 百 的 一 个 下 界 , 若 亚 满足 

0 宗 是 互 的 一 个 下 界 ; 

全 如 果 阅 是 五 的 一 个 下 界 ， 则 必 有 亚 系 m， 
就 称 mm 是 集合 互 的 下 确 界 ， 它 是 最 大 下界， 记 作 和 m = inf 吾 或 和 m= 


inf YY， 
开 忆 吾 


在 81.3 中 将 讨论 欧 氏 空间 的 点 集 理论 ， 其 中 1.3.4 讨论 点 集 的 
连续 性 理论 ， 实 数 的 连续 性 理论 中 一 个 重要 的 结果 是 下 述 确 界 存在 定 
理 ， 

定理 1.1.7 到 中 一 个 非 空 的 ， 有 上 (下 ) 界 的 集合 ， 几 有 上 《下 ) 
确 界 . 


易 抑 若 序列 zn 单调 上 升 有 上 和 界 ， 则 Jim yn 一 SUP zni 同样 若 
序列 ra 单调 下 降 有 下 界 ， 则 lim zn = infzn， 应 当 注 意 集 合 五 的 
上 效 界 及 下 确 界 可 能 是 召 中 的 元 ， 也 可 能 不 是 召 中 的 元 . 此 外 若 记 
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- 百 = {-zlze 了 则 易 见 sup( 一 已 = 一 i 过 本 ;inf( 一 玉 ) = -sup 忆 . 
下 面 的 定理 给 则 上 (下 ) 确 界 的 一 个 等 价 措 述 . 

定理 1.1.8 设 王 己 取 , 则 

(六 =sup 吾 的 充 要 条 件 是 : 

(iD 六 是 五 的 一 个 上 界 ， 

(让 Ye>Dn3ar' ce 巨 ,使 得 z > 下 一 引 

(mm = id 吾 的 充 蓝 条 件 是 : 

(人 :到 是 吾 的 一 个 下 界 ; 

(这 YE>0,3z E 五 ,使 得 妇 < 站 十 E. 

证 明 只 证 明 命题 第 一 部 分 关于 上 确 界 的 充 要 条 件 . 

必要 性 . 用 反 证 法 . 设 (区 不 成 立 ， 则 jso > 0 使 得 Yz E 五 , 均 
有 xz 区 产 - so. 一 En 是 比 产 还 小 的 上 界 ， 这 与 产 是 上 确 界 矛 盾 . 

充分 性 , 也 用 反 证 法 . 设 只 不 是 五 的 上 确 界 ， 即 3 产 是 上 界 ， 但 
是 天 > 产 . 令 == 庆 ->0. 由 条 件 (, 3 E 吾 ,使 得 z > 闫 一 一 站， 
这 和 与 刀 是 总 的 上 界 矛 盾 . 

注 1 为 方便 起 见 ， 若 吾 无 上 界 ， 则 记 sup 瑟 = +eoi 戎 旦 无 下 
界 ， 则 记 inf 吾 = 一 oo， 

对 于 到 中 的 点 列 {fzn], 若 定义 


六 一 sup Tin 一 j 站 R zx- 
则 显然 有 mn < zn 三 六 二 mw} 是 非 升 列 ， 而 fan} 是 非 降 列 . 
定义 1.1.9 给 定 {zn} C 恨 , 定义 点 列 {fzn} 的 上 极限 为 


”lm an = jim 有 An 人 .1.8) 
用 下 Oo ii] 
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点 列 {fzn} 的 干 极限 为 


lian 7zn 一 im 人， 【1.1.9) 
-DC 


注 2 对 于 任何 点 列 ， im mn 和 lim zn 可 以 是 有 限 ， 也 可 以 是 
二 cc. 而 且 显然 有 


lim zr。 = inf SUD 3 
他 全 oo 从 1 天 六 m 


lim 区, 一 StpP inf 各; 
人 已 起 和 


下 一 DO 如 之 1 严 一 


lirn 区 近 im in 
了 下 


上 极限 与 下 级 限 的 记号 也 经 常 记 成 
mn。 2n 一 ]inasupYni 


lim 7n 一 lm infzn. 
bo 伍 - 汪 DG 


注 3 上 极限 与 下 极限 的 一 些 性 质 ， 
(D 点 列 {zw} 存在 极限 的 充 要 条 件 是 


ln zn 一 ma 了 mn 
如 一 pb 





(2) im { 一 Zn = 一 in ni im (一 zh) 一 一 jim yzn， 
所 一 2 


(3) 若 zh < 加 刚 im In 的 im Zn， Ji zn 芯 lim tv， 
一 


他 -二 
上 
( 引 设 了 fm > 吕 ， 则 liim -一 二 一 一 一 一 . 
五 趟 60 慎 和 lim 全 
和 岂 一 口 十 


(5 设 {znax} 是 收 敏 子 序列 ， 因 为 mms < rns < pn， 所 以 


1im zn 扫 im 了 nm， 拉 im 了 mn. 
有 下 Ba 


下 面 给 出 上 极限 等 价 描述 ， 仿 此 可 得 下 极限 的 等 价 描述 , 
定理 1.1.10 设 {zn}cC 阴 , 则 wa= mn {-eo 所 和 莹 oo) 的 充 
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要 条 件 是 : 

(3 子 列 fenx}, 使 得 lim xzny = 4 

(2 对 于 任意 有 广义 极限 的 子 列 {zu}, 有 ii 2 一 @ 苹 昌 ， 

证 明 必要 性 , 由 注 3(5) 得 (2). 只 要 证 (1) 成 立 . 由 a = ,lim znm 
知 一 Jim hr. 现 分 三 种 情况 证 明 . 

们 & 有 限 ， 因 为 hr 一 w 30, 使 得 


Q 一 1< Ri =sSupzna 扫 aa 十] 
玫 衬 


于 是 3ma > 石 ,使得 aa-1<zn<a+l. 仍 由 心 一 o3ba>nl' 使 得 
了 < 
于 是 3na > 了 ,使 得 na- 1/2 < rn <a+l/2. 依次 下 去 ， 得 到 一 子 序 
列 fzw1, 满足 @ 一 1 < zw 区 e+1AR 令 天 一 bo 即 得 1) : 

im rns 一 和 马 . 


全 ) 如 一 十 和 “ 因为 及 下 十 必 ， 3 五 ， 使 得 


有 一 SUP ?na > 1 
所 之 11 





于 是 3npi > 辣 , 使 得 zw > 1. 仍 由 咒 一 +ooc, 312 > ni; 使 得 


Pi 一 SuPp2n > 2 


m 
于 是 3ns > fa, 使 得 ?sw。 > 2 依次 下 去 ， 得 到 一 子 序列 {znxj 满足 
Try > 念头 全 oo, 即 得 1) : ina zones 二 十 o0 一 总 . 
(i) aa = 一 cc， 显然 成 立 ， 
充分 性 , 设 满足 定理 中 条 件 1 和 (2). 由 注 3 (5)， 
所 挟 im 2 
如 果 等 号 不 成 立 ， 有 


lm zw 一 @ > 交 ， 
们 一 
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由 必要 性 证 明 可 以 看 出 ， 存 在 子 列 xx, 使 得 
im Ta 一 是 > 
这 与 条 件 (2) 矛盾 ， 记 以 ER zn = o 成 立 ， 定 理 得 证 , 

设 疡 (z) 是 定义 在 五 C BR" 上 的 函数 序列 , 则 可 以 定义 上 极限 函数 
天 记 ， 和 下 极限 函数 lim 太 ， 它们 的 定义 域 是 六 ， 对 于 Yao e D 
规定 加 

画 jeo = 酉 (neo)， im jzo) = im (ntzo) 

对 于 每 个 集合 4, 都 可 以 定义 函数 


| 1， 了 Ed， 
XA(E) 一 (1.1.10) 
0， 工 蕊 有 岂 . 

它 是 取 值 子 {0,1} 的 函数 ,， 称 为 集合 4 的 特征 函数 . 给 定 集合 列 {4,， 
考虑 上 极限 lim 4" 与 下 极限 lim 4 的 特征 函数 ， 它们 可 以 用 集合 
4 的 特征 函数 来 表示 .容易 证 明 


lm Xau(z) 王 X Im 4uo(2 (1.1.11) 
入 下 Pe 由 一 oo 
in X4au(z) 二 X 丽 4 (如 )， (1.1.13] 


设 入 > 0, 函数 flz) 在 (e- %a+ 和 为 \{al 上 定义 下面 定 义 函 数 
的 上 极限 与 下 极限 , 


定义 1.1.11 函数 faz) 的 上 极限 与 下 极限 分 别 为 ， 


ji 了 () 三 Ti sub Fr) 一 0 SUP 0 【1.1.13) 
一 0 D<lr 一 al<5 >0 0<|z 一 s[< 

一 一 了 1.1.14 

种 jz) 一 区) sop it 天 于 】 


定理 1.1.12 Jim jz) = 荆 (有 限 或 无 限 ) 的 充 要 条 件 是 
(1 3afznlctae 一 Aia+ 和 AH{azr 一 Ga 且 Fzal 一 卫 ; 
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(名 对 于 任意 (ec- e+ANfal 中 赵 于 ea 的 点 列 {zj， 若 FUzn) 一 
五 则 王 莹 克 


可 题 
1. 设 有 集合 4 B,C,D ， 满 足 4UB= Cu ， 证 明 : 
目 令 出 =4nc 如 =4nD 则 4= 4U4 
人 2 著 4mC= 外 石门 瑟 = 轴 则 4=, 瑟 = 避 . 
3. 设 4, 瑟 , 疡 C， 求 证 ， 
忆 = (mdfnmnfPBuUd < 了 = 也. 
3, 设 4, 是 集合 ， 定义 4AB = (4VBIUIBAd 称 为 4 与 百 
的 对 称 差 ， 证 明 对 称 差 具 有 以 下 性 质 
由 闪 盏 = 瑟 大 4 下 六 于 二 4 和 Bi 4ABACI={ 人 4 和 中 但 
并 证 明 对 于 给 定 的 集合 4 与 互 , 存在 唯一 的 集合 已 , 使 得 
五 和 4 三 也. 
4. 设 {4,) 与 {Bn} 是 升 列 ， 证 明 : 
LU 4njn (LU Bn} = UsnB) 
5. 设 {4n1 是 一 集合 列 ， 令 
局 = 妆 1， -4NU4 侍 > ]， 
J=1 


证 明 {B} 互 不 相交 ， 且 对 任意 的 w 有 品 4i = 局 杞 

6. 设 {Ps(z} 是 及 上 的 阵 数 列 ， 

4= {z| 了 态 (z) >0}，4mn = {| 户 (] > 1mj mneRN， 
试用 4 表示 4. 

7. 设 { 户 {z)} 是 区 间 (a, 芍 上 单调 遂 增 实 函 数列 ， 证 明 对 于 任意 
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实数 有 等 式 {z| ju 世态 Gz) > oj= 总 e)> 中 
8. 设 /ffz) 是 玉 上 实 函数 ， a 是 带 数 ， 证 明 ; 
(Dtzly7e) > 可 = LU {zl7rm>e+z 


oa 

gtzlfo>q= 门 fre>e- 

9 记 4,=(-1- 1 +1Am) ， 求 lim 4 

10 设 { 记 Ga)} 是 及 上 的 函数 型， 集合 瑟 C 到 已 
im 疡 (z) = Xe， 


记 防 = {z| 态 (z]) > 1/2} ， 试 求 集合 Jim 囊 ， 


11, 设 4 ={fmmnlmez2mn=l2 ， 证 明 ， 
Jim 4n 一 马 ; im 4n = 人 @. 


2， 设 0 < 人 mn 祥 1 < 记 ， 作 一 2， 3 已 知 {an} 与 {bn} 单调 下 
降 ， 且 im om 一 少 Ji pr 一 1， 证 明 : Jim [an， ta] 一 (0， 局 , 


13. 证 明 :，]im Xus(O 王 X 有 Ai lim xao(z) = 一 X 记 4 人 (z)- 
瑟瑟 只 一 0 用 下 DG 一 oa 
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81.2.1 映射 


在 高 等 数学 中 ， 我 们 已 经 熟悉 了 一 个 或 多 个 自 变量 的 实 值 函 数 
现在 要 把 这 一 范 数 概念 对 应 地 推广 到 一 般 情 形 ， 建 立 集 合 之 间 的 喘 射 
概念 ， 


定义 1.2.1 设 X, 是 两 个 非 空 的 集合 ， 若 对 每 个 xzEe 和 ， 存 在 
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唯 -的 zyE7 与 之 对 应 ， 则 称 这 个 对 应 为 映射 . 若 用 了 表示 这 一 映 
射 ， 将 与 对 应 的 元 素 记 作 /fc) ， 于 是 y = Fe ， 称 了 是 从 开 到 了 
的 映射 ， 记 作 让 :天 一 站 ,或 让 : 开 一 蕊 二 PP Fa = 7z) 称 沟 了 
在 上 映射 了 下 的 像 ，z 称 为 了 的 一 个 原 像 ， 

下 面 是 映射 的 一 些 具 体例 子 : 

() 了 Rn" 上 函数 ftzt za ,za) = V 本 十 到 + 二 下 是 从 R" 
到 了 下 的 一 个 映射 ， 即 

了 可” 人》 取 ，(【zlza 2 /rc 小 囊 十 ,十 了 

(2) 隧 上 向 其 值 函 数 70 = (costbsin 轨 ,是 从 到 到 平面 上 的 单位 
圆周 Si 的 一 个 卫 射 ， 即 : 限 全 SI C 机?2， 上 yy (cost sin 革 ， 

(3) 与 每 个 数列 {fzn} 可 看 成 日 然 数 集 N 上 的 函数 一 样 ， 每 个 集 
合 列 {4} 也 可 看 成 为 一 个 映射 六 即 :有一 22 mm 4 其 中 
下 = 4. 

(人 设 卫 足 23 的 非 空子 集 ( 称 为 式 的 子 集 族 ), 则 任何 映射 三 : 
一 下 称 为 刀 上 的 集 函 数 . 

(5 设 碟 给 定 , 则 所 中 子 集 的 并 运算 4U 忆 可 看 成 为 一 个 怠 射 ， 
即 了:23x2x 一 2 (4 吾 ) hy 4UU 吾 . 

映射 如 集合 一 样 , 是 一 种 非常 一 般 性 的 基本 概念 . 它 用 于 数学 各 个 
分 支 , 只 不 过 在 不 同 场合 采用 不 同名 称 , 诸如 变换 . 算 子 . 泛 画 .天 数 .上映 
照 等 . 表 数 这 一 和 名称 主 要 用 于 了 为 银 或 民 的 情形 . 将 抽象 情况 下 的 映 
射 称 为 函数 亦 无 不 可 ， 关 于 函数 概念 中 的 许多 术语 和 处 理 方 法 均 可 自 
然 移 用 于 映射 情况 . 例如 , 给 定 定义 于 天 上 取 值 于 Y 中 的 罗 射 了 , 则 蕊 
称 为 定义 域 ; 值 域 是 工 的 子 集 {ffzjlze X} 至 JE),z 的 像 1(z) 称 
为 了 在 z 处 的 函数 值 ; 集合 系 xY 的 子 集 Cr 站 = ftz 大 zz))12 ET 
称 为 映射 了 的 男 . 
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定 艾 1.2.2 若 了 = 后 X) ， 上 映射 太 称 为 是 满 映 射 ; 若 Ti 天 2 
时 ， 恒 有 (zi) 夭 Flza) ， 了 称 为 是 一 一 映射 (或 单 射 ) 当 了 是 藉 
到 了 的 一 一 满 映 射 时 ， 就 称 在 蕊 与 了 之 间 存 在 一 一 对 应， 称 了 是 
志 到 了 的 发 射 ， 此 时 对 于 每 个 gg Ey 唯一 地 对 应 一 个 zE 邱 ， 使 得 
ffz) = ay ， 称 这 个 从 卫 到 的 映射 为 7 的 六 映射， 记 作 广 ” ， 邑 
-1 人 大， Fo HPy 2 





定 多 1.2.3 设 广 天 一 隐 9: 开 一 了 是 两 个 映射 , 任 给 卫 三， 
令 jz) =8Azi ， 则 得 到 一 个 映射 闫 :天 一 人 各， 称 为 9 与 子 的 复合 
映射， 记 作 ge 上 

记 x 是 区 到 自身 的 重 等 映射 ， rr 是 了 到 自身 的 恒 等 映 射 ， 则 
六 1of = Tof 太 = 万 . 当 了 :天 人 了 是 一 一 映射 时 ， 了 是 到 到 
F(X) 上 的 双 射 ， 于 是 存在 道 瑞 射 广 : : FI) 一 元. 

命题 1.2.4 设 了 和 8 都 有 道 映 射 ， 且 复合 映射 9 了 有 意义 ， 则 
ge 也 有 逆 映 射 ， 且 

(go 用 -= 六 og 1 (1.2.) 

证 明 设 广 :天 一 中 9:Y 一 2 和 39 都 是 一 一 沫 映射 ， 记 
= fjz=gI， 则 z= 广 ! 人 = 的 (2 因为 go 也 是 一 一 满 
映射 ， 坝 (ge 站 -本 存在, 且 (ge 月 -与 六 1e 扩 ! 均 是 2 一 到 的 映 
射 ， wseE 了 zz， 由 于 











z=8(A(z]] 三 gof(eh 
(ge 月-( 本 == 乒 二 六 (二 六 eg (ah 
故 (go 有 站 = 广 og 成 立 , 


集合 之 间 映 射 不 仅 其 本 身 具 有 实际 意义 ， 而 且 是 研究 集合 结构 与 
性 质 的 一 种 有 效 工 具 . 
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对 于 式 中 子 集 4 ， 考 虑 4 上 的 特征 函数 
王 ， E 几 ， 
X4(z) 二 _ {1.2.2) 
0， 区 由 . 
特征 函数 是 24 到 {9,1} 上 的 一 个 上 映射， 可 以 通过 特征 函数 的 研究 来 
了 解 集合 本 身 ， 例 如 
让 记 且 < 人 X4(Z) <XBIZ 才 门 召 = 身 < XafZJXB(Z) = 0 
显然 有 下 列 简单 事实 ， 
XAauBfE) = Xa(Z) 十 XB(I) 一 X4nB(): 
XAmEfzh) = X4(E) Xi 


(1L2.3) 
X4vBfz) = Xa4{Z)(I 一 XBfzj]i 
|xafz) 一 XBfz)| 一 XAavBfz) 十 XBV4(Z)， 
对 于 机 射 了 :所 全 了， 以 及 4C 人 呈 C 世 记 
FT seE 4] (2.4) 
fi(B)={zEX Fr)E 吾 | (2.5 


称 7(4) 为 集合 4 在 映射 了 下 的 像 集 ， 广 !(B) 为 集合 如 关 了 于 映射 f 
的 原 像 集 ， 显 然 有 以 下 简单 事实 


(U4j)=Uyew 


入 EE 了 了 入 尼 了 
in 人) c ny7y 
入 它 了 六 人 于 
人 Lu 4 一 册 (2 人 
了 芳 人 人 一 门 xery 下 
入 三 于 


若 Bi C Bo 网 广 IBD)C 扩 (0B9) 
六 (5 一 (ICB)) ， 
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8$1.2.2 势 

给 定 一 个 集合 式 以 及 某 个 与 蒜 中 元 素 相关 的 俞 题 p, 令 4={ze 
下 | 9(z) 成 立 }, 吾 = 目 . 一 个 有 意义 的 问题 是 ， P 在 生 上 成 立 与 不 
成 立 的 可 能 性 那个 更 大 ? 这 涉及 集合 4 与 电 所 会 元 索 个 数 的 比较 ， 
对 于 有 限 集 ， 这 个 问题 的 解决 是 简单 的 ， 只 要 比较 集合 4 与 如 中 所 
会 元 素 个 数 就 行 了 ， 对 于 无 穷 集 ， 个 数 一 词 没有 实际 意义 ， 然 而 ， 不 
同 的 无 穷 集 ， 它 们 是 有 明显 的 差别 的 ， 比 如 自然 数 集 与 实数 集 显 然 不 
同 ， 自 觉 上 ， 实 数 当 然 比 身 然 数 多 得 多 ， 那么 怎样 表示 集合 所 含 元 素 
的 多 少 呢 ? 怎 翌 比 较 两 个 无 穷 集 所 舍 光 素 的 多少 呢 ? 对 于 两 个 有 限 集 
合 是 否 有 相 河 的 元 素 个 数 ， 只 需要 看 能 和 否 在 两 个 集合 之 间 建 立 一 种 一 
一 对 应 关系 .这 种 方法 可 推广 到 无 穷 集 , 


定义 1.2.5 设 4, 吾 是 两 个 集合 , 如 果 存 在 一 个 从 4 到 互 的 - 
满 映射 ， 称 集合 4 与 互 对 等 (也 可 称 4 与 电 之 间 有 一 一 对 诬 关 系 ) ， 
记 作 4 一 卫 ， 


显然 对 等 关系 满足 如 下 的 性 质 ， 

f1) 目 反 性 : 4 一 4 

{2) 对 称 性 : 若 4~ 哩 ， 则 吾 ~ 4 

(3] 传递 性 , 若 二 ~ 吾 . 日 CC, 则 4 一 C. 
任何 满足 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 的 二 元 关系 称 为 等 价 关 系 . 于 是 集 
合 的 对 等 关系 是 一 种 等 价 关 系 . 


例 1 一 了 .作对 等 关系 如 下 : 
天 ， 中 一 2 大 ， 
mm- 人 寻 一 号 一 1， 
= 12… 则 广 : 本 一 马 是 一 一 满 映 射 ， 
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例 2 在 对 等 关系 了 rtanfrz?A2 下 ， 有 (-1 恐 一 让 ， 


定 光 1.2.6 设 .4, 召 是 两 个 集合 ， 如 果 4 ~ 吾 ， 就 称 44 与 妃 有 
相同 的 势 (或 基数 }), 记 | 4 | 为 集合 4 的 基数 若 存 在 一 个 从 4 到 吾 
的 一 一 映射 (相当 于 对 等 于 的 某 个 子 集 ) ， 册 约定 | 4 发 | 如 |， 如果 
1 4 和 | 召 茎 14 ， 则 约定 14 人 51| 读 作 141 小 于 1 让 

外 定义 知 , 如 4< 瑟 , 则 | 4 发 181 如 存在 满 喘 射 :4 一 卫 ， 
出 1 电 141 著 4 是 含 nm 个 元 素 的 有 限 集 ， 则 记 14 1= 对 于 无 
限 集 4, 通常 也 用 一 个 希腊 字 登 如 ea 记 14|， 且 形象 地 说 “4 含有 ma 
个 元 素 ". 当 14i<| 瑟 | 时 ， 可 以 说 “ 吾 售 有 出 4 更 多 的 元 素 "， 另 
一 方面 ， 势 可 以 看 作 是 自然 数 的 推广 ， 而 势 不 等 式 ， 则 可 以 看 作 是 白 
然 数 顺序 关系 的 推广 ， 对 于 势 的 大 小 关系 ， 如 月 然 数 一 样 ， 有 如 下 重 
要 结果 . 


定理 1.2.7 对 于 任意 两 个 势 ec, 8 ， 关 系 式 < 由 a= 有 88<a 
中 有 且 仪 有 一 式 成 立 ， 


定理 的 证 明 需 要 - - 定 的 集 台 论 人 公开， 在 附 芝 一 中 将 给 出 证 明 ， 
推论 1.2.8 若 a<pp<xea， 则 和 = 了 


有 两 种 势 是 最 常见 的 ， 一 种 足 上 自然 数 集 的 势 ， 记 为 Ro( 读 成 阿 列 
夫 (Aleph) 零 ) ， 即 | 本 |= No， 另 一 个 是 实数 集 型 的 努 ， 记 成 c. 即 
[及 = < 凡是 写 自 然 数 集 对 等 的 集 称 为 可 列 集 或 可 数 集 ， 凡 是 与 及 对 
等 的 集 称 为 具有 连续 势 , 

所 户 一 个 集合 半 为 可 列 香 ， 是 指 与 自然 数 集 对 等 , 即 有 -对 应 
关系 了 : 玉 一 4nrazn， 于 尾 和 = foxza zh， 即 款 可 按 
顺序 排 成 一 序列 ， 反 过 来 一 个 集合 可 以 排 成 一 序列 ， 它 便 是 可 列 集 ， 
可 列 集 的 势 是 wo. 由 干 面 定 惠 可 知 ， 可 列 集 是 势 最 小 的 无 穷 集合 ， 
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此 可 别 集 是 最 简单 的 无 穷 集 ， 


定理 1.2.9 任何 无 穷 集合 都 包含 -一 个 可 列子 集 ， 

证 明 设 4 是 无 穷 集合 . 任 取 一 个 元 素 7tE 冯 , 则 41zI 们 是 无 
穷 集 合 . 再 任 取 一 个 元 素 za s dz ,显然 2 关 2. 假如 在 4 中 已 取 
出 呈 个 无 嘻 1 ziyza yz ， 则 4fziza yzn} 仍 是 一 个 无 穷 集 
合 ， 从 而 可 取 -个 与 zl za yzn 均 不 相同 的 元 素 zn+1. 由 归纳 法 ， 
可 以 从 冯 中 取出 互 不 相同 的 元 素 排 成 一 无 穷 序列 {Tzlp7z， za. 
显然 序列 { zi,zz，…amn 是 半 的 可 列子 集 ， 

定理 1.2.10 可 询 集 合 的 无 穷 子 集 仍 是 可 列 的 . 

证 明 假设 4 是 可 列子 集 ，4i 是 4 的 无 穷 子 集 . 由 定理 1.2.9 ， 
41 含有 可 列子 集 4 ， 于 是 如 ~4 ,但 4C4C4, 故 14s 八 
14i 14 由 | 41=|141， 得 141=|41= ho. 

定理 1.3.11 设 4 是 可 列 集 ， 忆 是 有 限 集 或 可 列 集 ， 则 4 U 召 
是 可 列 集 . 

证 明 设 4={fzza pn] 车 瑟 站 4= 有 由 当 吾 = (人 0， 

… ,gm 时， 由 
用 岂 盏 三 由 
可 知 4U 避 是 可 列 集 . 当 吾 = { 区 ,ao 时， 由 
刀口 再 = (人 2 四 
可 知 4U 了 是 可 列 集 . 车 了 nn4 关 8， 则 40U 吾 = 4U( 人 BA 4 易 知 
了 U 瑟 仍 为 可 列 集 ， 

定理 1.2.12 可 数 个 有 限 集 或 可 列 集 的 并 仍 是 可 列 集 . 

证 明 假设 4 42?，…… ,4 是 一 列 有 限 集 或 可 列 集 . 将 4 中 
元 素 排列 成 4n = {fznyzna……znom [如果 4n 是 有 限 集 ， 则 排 





-一 
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到 成 a 一 人 nl Yasy， ,na 疙 一 品 了 4 中 酌 元 素 可 以 用 密 种 不 
总 一 1 


同方 式 排 列 成 一 个 序列 ， 例 如 


本 一 人 1 人 12， 直 93121224 加 13 和 1 3 上 


其 规则 是 .al 排 第 一 位 ， 当 ;+ > 2 时 ，za 排 在 第 ”位 


二 一空 
如一 了 十 为 ， 天. 
定理 1,2.13 有 限 个 可 列 集 的 让 积 仍 为 可 列 集 ， 
证 明 设 4 吾 是 可 列 集 ， 今 证 明 4x 吾 是 可 列 集 (然后 用 归纳 法 
可 推出 任意 有 限 个 可 列 集 的 直 积 仍 为 可 列 集 ). 任 给 zE4,， 令 Ca= 
ff 引 | 站 百 | ， 则 避 : 一 号 , 即 C 旦 可 列 集 ， 显 的 4x 有 二 U Cr ， 
下 三: 
由 定理 1.2.12 即 得 4 x 所 是 可 列 集 ， 
天 是 上 述 拖 全 定理 可 描述 成 下 列 势 的 运算 规律 
Ro+TRo=Ro 2vho=No: 
?一 上 


用 十 人 二 Nb 
记 
in X RNp 一 Mo Ts 二 N0， 


4 一 


人 .2 人 


对 任意 无 穷 集合 4 ， 8o<i41|: 


例 3 有 理 数 集 @@ 是 可 列 集 ，. 
事实 上 上 ， 由 满 映射 


了 :x 昌 个 多 名 必定 了 
又 NC@No<l@1 所 以 | 币 |= io. 





知 1 妇 | RNxNi=So， 
例 4 下 有 限 个 自然 数 杨 成 的 有 这 数 组 的 全 体 构成 的 集合 是 可 绚 


集 . 
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事实 上 ， 记 这 个 集合 为 4， 


La 
用 = Talent EN 12 和 ER 一人 RN， 
玫 一 1 


其 中 到 一 Ta1:maz ,3 E 本, 证 一 12 和 用 定理 1.2.13 铸 
[RE FF No, 由 定理 1.2.12 知 4 是 可 列 集 , 

例 5 有 理 系数 多 项 式 之 全 体 是 可 列 集 

事实 上 ， 每 个 有 理 系数 多 项 式 ptz) = 半 cic' 由 ”+1 个 有 理 系数 
oa- ,an 罪 一 决定 ， 于 是 有 理 系数 多 项 式 之 全 体 与 由 有 限 个 有 有 理 
数 构 成 的 有 序数 组 全 体 构 成 的 集合 对 等 , 后 者 是 U Qr ,与 例 4 一样 
它 是 可 列 集 . 

我 们 引入 势 的 -- 般 运算 规律 ， 它 可 使 我 们 对 集合 势 的 判定 更 加 迅 
速 ， 其 大 小 的 比较 更 加 清晰 - 

定义 1.2.14 没有 势 w 6 任 取 集合 4 与 互 .满足 | 41= 
1 了 1= 8 时 ， 称 衣 积 集 4 x 瑟 的 势 为 a 与 如 的 乘积 x .8. 记 ” 个 相 
同 势 a 的 乘积 为 a.a . .… :a = mn. 全 体 4 到 吾 的 映射 构成 的 集合 
记 作 94 ， 称 | 如 4| 为 有 的 wa 次 者， 记 作 8. 如 果 还 设 4m 召 = 用 ， 
出 称 4UB 的 热 为 上 与 有 的 和 mm 十 如 

例 6 取 中 任意 互 不 相交 的 开 区 间 族 是 有 限 集 或 可 列 集 

例 7 民工 任 一 单调 函数 的 不 连续 点 为 有 限 集 或 可 列 集 . 

以 单调 上 升 函数 Ffz) 为 例 ， 若 mo 是 ffz) 的 不 连续 点 ， 则 有 : 

flzo -Din fo)< im = 及 ro 十 0 

因此 zo 对 应 着 一 个 开 区 各 (ffzo-0), f(zo+0)). 显然 , 对 庶 于 两 个 不 同 
的 不 连续 点 ma: 及 ra, 区 间 (J(ea -0), flza+D) 与 (Flzz-D,f(zaz+0)) 
盾 不 相交 故 只 需 考虑 上 互 不 相交 的 开 区 间 族 . 由 例 6 知 它 是 有 限 
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集 或 可 列 集 . 


例 8 没 集 合 4 的 势 为 e， 则 22 |= 2 
事实 上 ， 2 是 集合 {f0,1}4 的 势 ， 而 {0,1}4 是 由 定义 在 4 上 的 
一 切 特 征 六 数 所 构成 的 集合 ， 而 相应 于 4 中 每 一 个 子 集 互 ， 唯 一 的 
对 应 一 个 特征 函数 xs; 反之 亦 然 ， 这 说 明 24 ~ 10,1]”. 
这 些 例子 表明 ， 通 过 集合 的 势 概念 可 落得 集合 的 数 基 属性 . 
定理 1.2.15 设 4 是 无 限 集 ，141|= a. 若 忆 是 可 数 集 ， 则 
14u|= ea 
证 明 不 妨 设 4n 吕 = 及 记 旦 = fp)} 而 4 是 无 限 
集 , 设 4 = {fzizca 为 4 的 可 数 无 限 子 集 . 中 4 = 444, 由 
4 一 4iU4a. 作 映 射 了 :4UB 一 4 下 : 
Fn] 一 了 ar， 了 (rn 二 Ton-1， 天 一 上 2， 
FE 一 2 和 后 4 
则 F 是 一 一 满 映 射 . 故 ] 4D 吾 1= 4: 


定理 1,2.16 ”集合 4 是 无 限 集 的 充分 必要 茶 件 是 , 4 与 其 自身 的 
一 个 辟 子 集 对 等 . 

证 明 因为 有 限 集 与 其 真子 集 不 对 等 ， 所 以 充分 性 成 工 . 

兹 证 明 必要 性 . 当 4 是 无 限 集 ， 任 取 一 个 非 空 有 有限 子 集 恕 , 则 由 
定理 1.2.15, 有 了 ~ 4 百 . 

由 例 2 知 势 | ( 一 1 革 |=| 权 1= c 通过 一 一 里 射 Fr) = 于 可 
知 ，{-1,1) ~ (0,1). 因此 要 研究 连 纺 势 c 只 要 讨论 区 间 (0,1) 的 势 即 
可 . 

定理 1.2.437 区 间 (01) ={z|0<z<T] 不 是 可 列 集 ， 

证 明 不 妨 考虑 区 间 人 0,1. 若 | (0,1 1= No, 则 存在 一 一 满 映 射 
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了 :一 10, 引 .每 个 帮 n) 可 唯一 地 表示 成 为 十 进位 小 数 ， 
FF 一 0anon on ， 12 
上 上 式 可 能 从 某 位 并 始 全 为 9 但 不 允许 从 某 位 并 始 全 为 0. 若 on。= 寺 
可 岂 =2 荐 or 大 1 取 加 =1 人 =12 记 了 0 加， 
则 ze (01 于 是 存在 meE RN 使 得 zz = Fn), 即 
0 .bar an 
由 此 推出 和 = er， 得 出 矛盾 .因此 区 癌 (0,.1] 不 是 可 列 集 . 
定理 1.2.18 2 ~ 恨 , 即 28o = c. 
证 明 对 于 任意 的 we {10,1]5 作 贞 射 
ooD 和 2 


所 一 ] 











是 从 {10.1 到 (0 的 一 个 一 一 贞 射 ， 故 得 2*。 < ce. 另 一 方面 ， 对 
每 一 个 zz E (0.1], 用 一 进位 制 小 数 表 示 (必需 出 现 无 穷 多 个 数码 为 ]) 
必 一 》、 区， an E 1 11. 


1 一 虐 
定义 上 映射 9:z mpEef0linuepn=oanma=12…: 则 9 是 从 (0 
到 {0,1 愉 的 :个 :上 且 射 , 故 又 得 c< 28o. 根 据 定 理 1.2.7, 有 c = 28n. 


定理 1.2.19 (无 最 大 基数 定理 ) 若 4 是 非 空 集 合 ， 则 集合 4 与 
其 寡 集 24 不 对 等 . 

证 明 假定 4 ~ 24, 即 存在 … 满 映 射 / : 4 一 2”. 构造 集合 
召 ={zE4|23EAT) 于 是 有 64 使 Fo)= 卫 考虑 y 与 召 的 关 
系 : 车 yE 卫 , 则 由 避 的 定义 可 知 ，yE FI 信 = 瑟 若 8E= OO). 仍 
由 吾 的 定义 可 知 ，Yy E 呈 . 所 得 矛盾 说 明 4 与 2 之 问 并 不 存在 一 一 
满 映 射 ， 从 而 集合 4 与 它 的 寡 集 24 不 对 等 . 


集合 论 创 立 者 康 托 尔 {fCanter) 于 1878 年 提出 如 下 狂想， 不 存在 





812 的 射 可 





一 个 集合 4, 它 的 势 满 足 ho < 上 41< c 于 契 记 “= 说 ， 康 托 尔 猜想 是 
一 个 著名 的 数学 难题 , 称 为 连续 统 假设 . 它 的 一 般 提 法 荐 : 用 归纳 法 定 
多 8erl = 2xx ,于 是 不 存在 集合 4, 它 的 势 满 足 Ke < 41< Re+ri 大 一 
0,1,2…… .按照 连续 统 假 沿 ， 可 将 集合 的 势 ， 按 递增 顺序 排列 如 下 : 

站 < 1 区 2 二 1 
其 中 Ri = 28x = 28t# 一 Ra 一 本 1900 年 8 月 ， 希 尔 伯 特 
fHilbert) 在 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 作 的 题 为 《数学 问题 》 的 著名 演说 
中 ， 提 出 了 20 世纪 数学 所 面临 的 ， 待 解决 的 23 个 重大 问题 ， 共 中 第 
一 个 就 是 连续 统 假设 ， 此 难题 直到 1963 年 ， 才 由 科恩 (Korn] 以 到 里 
上 他 的 哥 德 尔 (Godesl) 共同 解决 ， 他们 证 明了 在 已 有 集合 论 公 理 系 统 
中 ， 既 不 能 证 时 连续 统 假 说 成 立 ， 也 不 能 证 明 它 不 成 立 . 办 此， 连续 
统 假设 成 立 或 不 成 立 ， 都 可 以 认为 公理 与 集合 论 其 他 公理 相 容 . 








习 题 


1. 设 驶 射 :三 一 弟 CC, 玉 上 六 试问 下 列 等 式 成 立 吗 ? 

(FA B= 六 (DA 吾 ); 

(FAd= FA 天 4 

2. 设 有 集 人 台 4 8B.C, 证 明 ， (车 4 一 ad4 则 4w 殖 ; 

分 车 4Cc44UC, 则 瑟 一 BUC. 

3. 证 明 ，【 4) -mm 4 (mm 4) = 而 4 

4. 证 明 特 征 需 数 满 足 关 系 式 (1.2.3). 

5 证明 ， (Dam 4 存在 二 im xan 存 在 : 

(2 4 一 lianm 六， 寺 > YY 4 一 in XAn， 

6. 设 4 1 =44an 一 互 站 =12…) 求 lmd4n 与 jim4u. 
. 证 明 ， 请: 4 一 刁 是 满 射 和 > Y 且 垃 盏 ,AI )) 一 吾 
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8. 证 明 ， 了 :区 一 和 是 一 一 对 应 的 充分 必要 条 件 为 FIX)= 信 且 
对 任何 48C 天 有 HA4n= FnmTFB)， 
9. 证 明 以 有 理 点 为 端点 的 区 间 全 体 构 成 的 集合 是 可 列 集 ， 
雹 . 证 时 双 中 任意 她 不 相交 的 并 区 间 族 是 有 听 集 或 可 列 集 ， 
11. 证 明 可 列 集 的 有 限 子 集 全 恒 仍 是 可 询 集 . 
“12. 设 二 是 无 穷 集合 ，| 基 1= ea 了 3 是 一 一 满 映 射 夺 : 基 一 天 的 
全 体 ,， 求 | 召 |. 
13. 证 明 灵 * 中 至 少 有 一 个 圆 两 不 含有 理 点 . 
“14. 没 吾 是 下 2 中 的 点 集 ， 瑟 中 任意 两 点 的 距离 都 证 有 理 数 ， 试 
证 明 瑟 是 可 列 集 . 
15. 给 出 到 \ 是 到 及 之 闻 的 一 一 对 应 . 
16. 设 吾 C 取 是 可 列 集 . 证 朋 存 在 ro 展 , 使 得 马 与 召 +zo 不 
相 普 ， 其 中 五 +xzo 王 全 上 + 加 17E 卫 . 
17， 有 理 系 数 多 项 式 的 实 零点 称 为 代数 数 ， 不 是 代数 数 的 实数 称 
为 超越 数 ， 证明 全 体 代 数 数 集合 的 势 为 No, 而 超越 数 的 势 号 
18. 限 上 全 体 开 集 记 为 了 ,证明 | 卫 |=e. 
19. 设 已 = 4U 盏 ,| 五 |= 则 4 与 吾 中 至 少 一 个 集合 的 势 是 
20. 设 所 是 无 限 集 合 ， 给 定 映射 了: 革 一 苇子 不 是 恒 同 映射 ,证 
明和 在 在 怀 中 的 非 室 算 地 集 吾 , 使 得 帮 王 ) C 吾 . 
21. 设 4 是 无 限 集合 ， 则 存在 映射 了: 4 一 4， 使 得 六 7]  z， 
但 ff =z YzELd 
22. 设 百 C 限 .||=c 令 4= 和 他 = 王 (za | mo E 五 一 
],2……》}, 斌 证 明 |141=<， 
23. 设 4= U 4 若 | 41= e 试 证 明 必 有 一 个 mo, 使 得 
1 4na | = 
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*24. 设 和 是 给 定 集合 , 记 :2 一 2 车 让 是 单调 的 ， 邵 
V4, 召 CC 于, 只 要 4C, 就 有 4 C FAFB). 证 明 存 在 百 E 2Y, 使 得 
乒 ) 一 吾 ， 

25. 记 区 间 上 ,1 上 的 连续 函数 全 体 为 CI0, 妇 , 试 证 明 |1CI01 1= ec. 

26. 记 妈 上 一 切实 值 函数 的 全 体 为 吾 , 试 证 明 更 与 及 不 对 等 ， 且 
| 更 |= 2e， 





81.3 寻 维 欧 氏 至 间 疏 " 


81.3.1  ?” 维 欧 氏 空间 杰 " 


本 节 讨 论 R" 中 点 集 性 质 ， 它 是 研究 桶 ” 上 的 实 值 范 数 的 基础 . 

Rn 一 了 及 x 及 x-…x 了 有 是 呈 个 恨 的 直 集 积 , 它 是 有 序 实 数组 
z = (zz zzn) 的 全 体 ， 称 祝 是 z 的 第 ;个 坐标 了 ”上 定义 运 
算 如 下 : 对 玉 三 (10z2 二 可 ， 

人 加法: 了 十 中 三 (21 十 态 :7a 十 加 0 十 

(2) 数 乘 ， Xz = (Azl Ara ,azn). 
在 上 述 两 种 运算 下 B” 构成 一 个 向 量 空间 (或 称 为 线性 空间 )， 对 于 


i 一 12， nm 记 








(1.3.1) 


6 = (人 9.10…… ,0)， (1.3.2] 
其 中 除 第 ;个 坐标 为 1 外 其 余 坐 标 角 为 零 ， 设 ea ,ea，… ,en 组 成 空间 
Rn 的 一 组 基底 ， 于 是 > = 》 "mei. 故 B" 是 实数 域 上 的 ” 维 向 其 空 
间 ， = 各 为 B" 中 的 向 景 或 点 . 
定义 1.3.1 设 = (zza yzn)e 开 "定义 
上 zz 由 = 人 二 2 十 二 0L3.3) 
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称 | z || 为 点 z 的 模 . 
当 于 =3 时 ， 什 z 目 恰 是 向 量 * 的 长 度 ， 所 以 横 是 长 度 在 高 维 空 
间 的 推广 ， 由 (1.3.3) 式 定义 的 模具 有 以 下 性 质 ，Yzy ER AE 杂 ， 
( 正定 性 : 着 |lz? 上 > 0 且 人 1 = 0 < 了 (0.0 ,0 
区) 齐 次 性 ,xz|| = | 拉 忆 
(3) 三 角 不 等 式 :llz+ 串 <zi+lel 
(2 是 显然 的 ， 人 3) 则 是 下 列 引 理 的 推论 ， 


引 理 1.3.2(Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 设 yeE Rn, 则 有 
{?131 十 222 十 …: 十 Znyn] 


芝 ( 好 十 于 十 :十 2 全 十 由 二 二 只) (1.3 .外 
证 明 定义 非 负 函 数 FA = > (ri + Xi 记 了 = (eara， 


1 一 填 


Tnj 二 (1 Wa ,2n 出 及 一 4 十 吾 六 十 蕊 ， 其 中 六 =|| 世 上, 召 


=22》 zi sz 有 .由于 OO > 0 二 次 方程 f(N 的 判别 式 
4 一 1 
人 = 一 44C<0， 
由 此 即 得 不 等 式 (1.3. 人 .又 


她 
上 jz+Y 权 = ye =1z 必 +2S ze+1ly 用 


:二 记 1 
芝 上 | 诗 习 十 2 着 至 机 基 二 二 站 本 权 二 人 天 作证 计 罗 人 
将 上 式 两 边 开 方 ， 即 得 三 角 不 等 式 , 
定 尽 1.3.3 届 了 = (zh32 BE 1) E 到 ", 记 
dz 用 = (zl 一 轨 帮 二 (za 一 区 关上 二 (0 (133 
称 &fz, 妨 为 柜 " 中 点 z 妆 站 之 间 的 距离 ， 





81.3 如 维 欧 氏 空间 下 ”2 





根据 定义 ，dgdz,) = 有 =- 圳 ,因此 距离 可 用 模 来 表示 ， 于 是 由 模 
的 性 质 可 知 距 离 满足 以 下 的 性 质 ， Yz,3,z E 下 ”， 
全 正定 性 : gc, 力 衬 由 面 且 d 攻 二 0 生 工 一 和 
(2 对 称 性 : 2 人 = Go 
(3) 三 阴 不 等 式 : 丰 z,z] < 研 2 功 十 二 2 2 


定义 1.3.4 设 zERnr>D0 称 集合 Blzm= 世 E 了 | 二 2 区 苹 
r] 为 以 z 为 中 心 ， 以 > 为 半径 的 球 ， 也 称 作 zx 的 球 领 域 ， 有 时 也 可 记 
作 吾 .(z. 又 设 4C Ba 车 3 六 > 0 使 得 4cC EBPaf0), 称 站 是 有 界 点 
集 . 


于 是 yE Brfz) 拓 当 习 -中 <7 因此 球 邻 域 也 可 用 模 来 刻画 ， 即 
素 ( 二 直 E 可 "一 攻 < 六 
给 定 4 C 了 2 zo E 了 Rn 则 zxo 与 4 有 三 种 可 能 的 关系 : 
(3s>0 使 Bfrolmn4= 和 外 
({ 们 3s>0 使 Bestcolc di 
(Ye > 员 使 吾 :fzo) 门 汪 关 由 并 且 吾 ec(zo) 门 由 天 用 
所以 上 点 与 点 集 之 间 的 位 置 关 系 ， 可 给 出 如 下 定 文 . 


定义 1.3.5 设 4C 可 ?，zo E 腿 ”， 

(车 3s>0 人 恒 B(zolcd 了 称 zo 是 和 的 肉 点. 记 由 站 的 内 
点 的 全 体 构 成 的 集合 为 4; 

(分 著 YE>D0 合 得 瑞 (zoy 门 相关 有 生 吾 (zao) 门 汪 关 因 称 zo 是 了 
的 边界 点 ， 记 由 4 的 边界 点 组 成 的 点 集 为 84; 

的 若 Ys>0, Be(zontdnAtfeoh 天 有 称 zo 是 4 的 了 豪 点 (或 极 
限 点 ). 全 体 4 的 穴 点 记 作 二 称 为 4 的 导 集 ， 

(和 称 了 =40U 出 为 冲 的 闭 包 ; 而 .44 中 的 点 称 为 4 的 孤立 
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(5 若 志 = 瑟 , 就 称 集合 4 在 集合 吾 中 稠密 ， 
显然 4 C 43 84=V4oif4ej* = RNAA (其 中 的 点 称 为 4 的 


外 点 ) 若 4C 吾 则 出 C 刀 ;并 且 厅 难 证 明 
048 由 UB zeE4AHc> 3r>0 Bo 门生 一 人] 








例 设 4=[-i0DUftmninacewc 民 , 则 4 =({ 一 10), 4 = 
[-10 ,下 =[-10uflmlnerw 84={-bOULmilne) 4 的 
阴 立 点 集 是 {l/m | me 六 }. 考虑 有 理 点 集 @@ 则 

四 "= 凡生 = 有 = 及 了 屯 ，5Q0 = 下 . 


当 zo 是 4 的 聚 点 时 ， 下 面 的 定理 将 证 明 ,在 任意 一 个 zo 的 邻 域 
Befzo)] 中 含有 无 穷 多 个 4 中 的 向 基 ， 


定 丸 1.3.6 设 {zkl C Rn 若 存在 rz E 让"， 使 得 im 二 Zny) 
= 0, 称 点 列 {zk} 是 收 伍 点 列 ，z 是 {zx] 的 极限 ， 并 简 记 作 
lim zx 一 了 (1.3.6) 


上 -De 





{ 或 了 一 荆 ( 开 下 co)). 


显然 ， im zx 二 了 后 am | z 一 工人 0 困 此 欧 氏 空间 上 点 列 
的 极限 也 可 用 模 来 刻画 . 
着 记 节 K 一 人 1 YEK2i 机 了) 工 一 {z13; 2， 机 ,mn )， 则 由 不 等 式 


一 | 祥 | zx 一 下 朋友 TAR 一 1.3.7 
要 ac alme 必 2 29 
可 知 ， lim mr 一 守 人 Jim zei = mii= 2 这 意味 着 严 " 中 

目 一 DO 帮 一 Po 
的 点 列 收 伍 可 归结 成 各 党 标 收 误 . 


定理 1.3.7 设 4CcRnarERn, 则 reE 填 的 充分 区 要 条 件 是 ， 
存在 点 列 {fztj 和 4Afzl 收 笋 到 z， 
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证 班 设 zeE4 令 sl=4 可 取 ze4vfzh 且 za -zl<1. 令 
sz = Inin 人 ll zl 一 人 外 172) 可 取 zzE4Afzj, 且 用 zs 一 了 < se 和 172. 
继续 这 一 过 程 ， 可 得 点 列 {fzt} C 4 tzj, 满足 ||ze 一 由 < 1 这 说 
明 im 2 一 了. 

反之 ， 存 在 点 列 {1zk} C 4 {fzj, 收 伍 到 二 则 Ye > 0, 3jo, 当 
站 > 和 时 ，llzx -zll<e 即 seeBe(z) 故 BCzna4aNfzl 关 有 


41.3.2 闭 集 、 开 集 和 Borel 集 


定 尽 1.3.8 设 亚 CR 关 刁 2 瑟 则 称 王 是 末 集 .规定 空 集 是 闭 
集 、 


例 了 "是 闭 集 ， 闭 球 fy E 下 | yzj<s 是 闭 集 ， 闭 抢 体 
fo: 二 ] x [aa 所] xx [an 是 闭 集 . 


由 定义 可 知 ， 环 是 洁 集 当 且 仅 当 已 = 天. 
王 丁 是 周 集 的 性 有 釉 ， 


定理 1.3.9 有 限 多 个 后 集 的 并 集 是 闭 集 ; 任意 才 个 闭 集 的 交集 
还 是 闭 集 . 

证 明 考虑 财 集 员 , 瑟 ,由 于 天 EC 丽 富 一 1 2 有 

(下 WU 玉 ) = 下 U 二 CC 站 U 杰 . 

所 以 下 U 品 是 闭 集 . 用 归纳 法 可 得 任意 有 限 个 闭 集 的 并 集 还 是 闭 集 . 
又 设 {TEu leae 了 是 民 中 一 个 闭 集 族 . 记 下 = masTFa, 不 妨 设 王菲 
空 , 对 Yae 了 CR 有 亚 天 下 = 及, 从 而 下 Cnecr = 下 .但 
刁 C 开 故 忆 = 王 这 说 明 五 是 闭 集 ， 

注 无 穷 多 个 闭 集 的 并 不 一 定 是 闭 集 ， 考虑 集合 列 


1 1 
有 = | 二 ， 











天 一 1 2 ， 
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则 品 肪 = (0 了 ,此 例 说 明 Fe 关 UF4. 但 一 般 地 有 下 列 包含 关系 
4e < 苛 4。， 门 4。 < 门 环 ， (1.3.8) 
怠 E 了 了 立 台 了 他 丰 工 立 尼 了 了 

定 光 1.3.10 设 CcRn", 若 G 是 闭 集 ， 则 称 G 是 开 集 . 

由 定义 可 知 ，Rw 本 身 及 空 集 引 都 是 开 集 ; 开 集 的 余 集 是 闲 集 ，R 
中 球 邻 域 B(z) 是 开 集 ，B" 中 开 第 蛋 (al x faa. 思 xx (anypn) 
是 开 集 ， 

对 王 任 意 点 集 4 有 如 下 Rn 的 不 交 并 分 解 : 

了 = 4oUBa4U(dc*， (1.3.9) 
而 且 694 = 8(4nD). 亚 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 它 有 不 交 并 分 解 
五 一 天 ”LURDE 
由 11.3.9) 式 可 得 .下 U Fe = FeUBFU(Ec)"; 所 以 
Fe = (Fe)". 
记 G = 严 , 则 G 是 开 集 的 充分 必要 条 件 是 G = Ge， 

由 于 在 取 余 集 运算 下 并 运算 变 成 交 运 算 ， 交 运算 变 成 并 运算 ， 开 
集 变 成 团 集 ， 闭 集 变 成 开 集 ， 由 定理 1.3.8 即 得 开 集 的 性 质 . 

定理 1.38.11 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 ， 任 意 多 个 开 集 的 并 集 . 
是 开 集 . 


开 集 与 闭 集 是 R* 中 最 基本 的 集合 类 型 ， 在 Rn" 中 还 有 更 才 的 点 
集 既 不 是 闭 集 又 不 是 开 集 ,下面 通过 基本 点 集 的 运算 来 构造 更 复杂 的 
Borel 点 集 . 

定义 1.8.12( 本 (型 ) 梨 ，G5 (型 ) 集 ) 著 4c 型" 是 可 数 个 闭 集 的 


并 集 ， 称 4 是 机 (型 ) 集 ; 者 4 C Be 是 可 数 个 开 集 的 交集 ， 称 4 是 
G5 (型 ) 集 . 
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显然 所 7 集 的 余 集 是 《4 集 ; Cs 集 的 余华 是 王 r 集 . 
例 i0.10 = 局 mn 二 和 @@ 革 是 瓦 型 集 ， 


定义 1.3.13 令 丰 是 由 集合 X 中 一 些 子 集 押 构成 的 集合 组 ， 如 
果 满 足 : 

( 巧 血 E 大 ; 

人 们 若 4E 大 则 4eer 

(3 车 4 eE 丰 ,m = 1 2 ， 则 U ae 东 
那么 称 大 是 天 的 一 个 代数 ， 


X 的 代数 总 是 存在 的 例如 3" 是 一 个 = 代数 ， 它 是 最 大 的 . 
又 如 只 有 两 个 集合 的 子 集 族 划 , 工 }, 也 是 立 的 一 个 o 代数 ， 它 是 最 小 
的 ， 27 和 地,X} 称 为 平凡 = 代数 ， 

当 丰 是 蕊 的 5 代数 时 ， 有 郊 e 太 又 若 4oE 丰 一 12 
则 有 _ 

人 4 e 和 下，lim4e 和 im4ne 万 
寻 一 上 


并 且 工 关于 有 限 并 运算 封闭 


定 史 1.3.14 设 工 是 由 集合 甘 中 一 些 子 集 构成 的 集合 族 ， 考 虑 
包含 号 的 e 代数 算 ( 即 若 4EzZ, 就 有 4E 万 ). 记 包 含 习 的 最 小 代 
数 为 F2), 称 广 卫 ) 是 由 卫生 成 的 o 代数 . 

定 久 1.3,15 由 弄 " 中 一 切 开 集 构成 的 开 集 族 所 生成 的 e 代数 称 
为 Rn 的 Borel 5 代数 ， 记 为 B".， Bon 中 的 元 素 称 为 Borel 集 . 


显然 ， 闭 集 、 开 集 、 现 集 与 G5 集 尼 是 本" 中 的 Borel 集 ， 任 一 
Borel 集 的 余 集 是 Borel 集 . Borel 集合 族 的 可 列 并 、 可 列 交 、 上 极限 
与 下 极 跟 构成 的 集合 是 Borel 集 ， 
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81.3.3” 开 集 的 结构 ， 连 续 性 

定理 1.3.16 了 及 中 任 一 非 空 开 集 G 是 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 
之 并 . 

证 明 任 给 zee, 因 z 是 殷 的 内 点 , 必 有 (人 2)C Ge 使 zE (人 z. 
令 

Q& 一 inffye 玉 | (了 CC 妇 ]，=sttp{zE 限 | 们 ,2C CT 

则 -ceo<a<zc<nb<x+oo 令 无 =(a 上 称 瑟 为 如 中 的 售 z 的 构成 
空间 ,人 尾 给 ce (oz 由 ea 的 定义 知 ， 有 yy E (ao 使 (zc Ce, 因 
此 (czl cc 可见 (ez c Gi; 同 理 李 ;站 Ce, 故 到 CCG. 若 ace, 因 
和 基 内 点 ， 必 有 Y < ea, 使 (ac Ge 从 而 (zc Ge 这 与 a 的 定 艾 矛 
盾 ， 因此 aeEGi 同 理 hEG. 显然 G = Uscc 把. 

若 五 = 人 a 目 态 =(c 扑 中 G 的 两 个 不 同 的 构成 区 间 . 不 妨 设 
5 下 着 8>c 则 5 五 CeG 这 不 可 能 故 ?<c. 因 此 

五 门 瑟 = 有 

因 每 个 构成 区 间 中 可 指定 一 有 理 点 ， 而 有 理 点 集 可 数 , 故 如 只 有 可 数 
个 互 不 相交 的 构成 区 间 ， 


推论 1.3.17 著 王 要 是 闭 集 ， 则 顾 是 从 及 中 控 去 下 不 相交 的 
开 区 间 后 所 得 之 集 . 车 下 是 有 界 闭 集 ， 则 已 是 从 一 闭 区 间 控 去 号 数 
个 互 不 相交 的 开 区 间 后 所 得 之 集 ， 

证 明 ”只 需 证 后 一 结论 . 尖 王 是 有 界 闭 集 . 令 a 一 inf 末 必 = sup 了 ， 
则 已 cfa 人 因 王 是 闭 集 ，abe 天 故 台 = 思 计 了 = 人 臣 E 是 
开 集 .由 定理 1.3.16 即 得 所 要 结论 ， 


例 Cantor 集 . 考虑 闭 区 间 [0,]], 如 图 1.2 所 未 ， 将 [0,1] 三 等 
分 ， 并 移 去 中 央 那 个 开 区 间 (173, 273) , 记 留 存 部 分 为 吕 , 邑 
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再 将 疝 中 的 区 条 
呈 


三 等 分 ， 并 移 去 中 央 那 个 三 分 之 一 的 开 区 和 间 (车 和 


) 及 (了 引 , 再 记 玉 
中 留存 的 部 分 为 丙 , 即 
二 
呈 一 | 1 下 1 一 0 [| 
H 一 一 和 一 (一 本 六 二 -人 四 去 ) 一 
0 3 人 加 1 


一 般 地 说 , 设 所 得 剩余 部 分 为 下 . 囊 是 2 个 长 为 去 的 互 不 相交 
的 闭 区 间 的 并 集 ， 将 每 个 闭 区 间 三 等 分 ， 移 去 中 央 三 分 之 一 开 区 间 ， 
再 记 其 留存 部 分 为 玉 +:, 如 此 等 等 ， 得 到 集合 列 {E}. 作 点 集 

= 门 本 (1.3.10) 


称 C 是 Cantor 集 ， 


Cantor 集 有 下 述 基本 性 质 : 

(1 Cantor 集 C 是 非 空 有 界 于 集 . 

因为 每 个 瓦 是 非 空 有 界 闭 集 ， 故 C 是 有 和 界 闭 集 ， 而 瑟 中 每 个 
闭 区 闻 的 端点 都 设 有 移 去 ， 它 们 是 C 中 的 点 ， 故 吕 为 非 空 集 

人 CC=eC (= 已 称 为 完全 集 ). 

设 zee 则 Ymze 下 , 即 对 每 个 z 属于 长 度 为 173" 的 某 个 
闭 区 间 中 ， Yi > 0 3nm, 满足 1/3n < 6 使 得 如, 中 包含 = 的 闭 区 间 合 
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于 (z-0z+g 人 .此 闭 区 间 的 两 个 端点 是 C 中 的 点 ， 且 总 有 一 个 不 是 
z, 这 说 明 z 是 C 的 极限 点 ， 故 得 人 32C. 由利 知人 = 但 

(3) C 无 内 点 ， 

设 G = i0\C, 容易 看 出 ， 吾 = 各 ,从 而 Ce? = 几 

(和 1 Cj= 2， 

事实 上 ， 将 吕 ,1] 中 实数 按 三 进位 制 小 数 展开 ， 则 Cantor 集中 的 
点 z 与 三 进位 小 数 中 元 素 > = 二 宇 ，o e {0,2 一 一 对 应 ， 从 而 知 C 
为 连续 势 集 ， 


一 维 开 集 的 构造 由 定理 1.3.16 原则 上 已 完全 清楚 了 . 但 是 ， 对 于 
具 性 给 定 的 开 集 ， 要 明确 写 出 具体 构造 区 间 并 不 总 是 容易 的 ， 例 如 ， 
设 @@= {relmn<e 卫 是 全 体 有 理 数 ， 令 

er 
则 G 是 一 开 集 ， 但 它 的 构成 区 间 就 无 法 具体 写 出 来 可 见 一 维 开 集 仍 
然 可 能 反 现 复杂 面 通 . 
高 维 开 集 情况 更 为 复杂 ， 我 们 将 只 给 出 下 而 的 结论 而 略 去 证 明 . 


定理 1.3.18 BR” 中 任意 非 空 开 集 G 可 表 为 可 数 个 互 不 相交 的 mm 
维 半 开 皂 性 之 并 .( 半 开 拖 体 是 指 积 集 [al 六) x [aa 和 2) xx [on bo)， 
称 六 - ai 为 罕 体 边 长 若 各 边 长 相等 ， 则 称 为 方 体 . ) 


下 面 考虑 连续 性 问题 ， 玉 " 中 任意 点 集 上 的 连续 函数 概念 是 高 等 
数学 中 部 悉 的 区 间或 区 域 上 的 连续 函数 概念 的 推广 . 


定义 1.3.19 设 是 定义 在 取 ” 上 的 实 值 本 数 ， ae BR". 车 对 于 
任意 s > 0, 总 存在 56 > 0, 使 得 当 了 E B5fo)， 有 |Fz) -fail < e， 则 称 
了 在 点 a 连续 ，a 是 函数 的 连续 点 . 著 了 在 Br 上 每 点 连续 ， 则 称 
在 Rn 上 连续 . 
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连续 性 也 可 以 用 序列 极限 来 刻画 .了 靖 数 在 点 a 处 连续 的 充 机 条 
件 是 ， 对 于 展 " 中 任何 收 和 伍 于 a 的 点 列 {fz6j, 有 lim lz = Fo) 


定理 1.3.20 设 7 是 到 * 上 实 值 函数 ， 则 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(D 了 在 了 "上 连续 ; 

(2) YAERR，fzlFfo<A 与 1 好 | flz) > 对 是 开 集 ; 

(3) YAE 避 ,ftz| faz<A 与 1zl7(z) > 全 是 阿 集 . 

证 明 显然 有 (2) < 一 (3). 只 需 证 (1 生 > (2). 设 了 在 了 上 连 
续 ， 和 < 至. 任 给 ze Rn,Fzly < 由 连续 性 ， 存 在 E > 0, 使 得 淄 
yE Be(zh 有 有 F)<A 帮 全 7) < Ai 的 每 一 点 是 内 点， 从 而 它 是 
开 集 ， 辣 理 可 得 {fz|fF(z) > A] 也 是 开 集 ， 

其 次 ,， 设 YA E BfzlF(z) < 人 和 {z|17(z) > 人 是 开 集 . 任 取 
ae Ra, 今 证 ffz) 在 a 点 处 连续 . 令 Fo = BYe>0 因 {zl7z) 
< 有 +aslnfzlFzy>8-e=G 是 开 集 ,显然 ceG, 故 有 4 > 由 
使 Bife) C G. 这 说 明 当 yE Bo 时 8-Ee< Fn<8+es 即 
LO - Fall <e. 可见 了 在 a 点 处 连续 ， 


定理 1.3.20 是 用 点 集 论 方法 刻画 函数 性 质 的 第 一 个 重要 定理 .与 
高 等 数学 中 分 析 方 法 相 比 ， 点 集 论 方法 在 风格 上 是 很 不 相同 的 ， 这 可 
以 从 两 方面 应 用 定理 1.3.20. 首先 . 由 此 定理 可 得 广 基 开 集 和 闭 集 的 例 
子 . 例如 

{(z 人 ER 1y<z 
与 
好生 开 | | 一 Km 加 E 笑 
是 开 集 ， 当 将 < 改 为 < 时 以 上 两 集合 都 是 闭 集 . 一 般 地 ， 若 一 点 集 4 
国 一 组 关于 连续 函数 的 不 等 式 定义 , 则 当 使 用 不 等 号 ”< ”与 “> ”和 寻 
是 开 集 ， 当 使 用 不 等 号 "< ” 与 “> ”时 是 闭 集 . 例如 下 "上 连续 函数 / 
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的 “下 方 图 形 "，{(z, 凡 ER S 六 rz)) 是 闭 集 . 嚼 一 方面 , 此 定理 
可 应 用 来 判定 连续 性 . 例如 , 设 权 " = U 忆 ,其 中 斩 (1E<ti< 仙 是 闲 集 ， 
:Rn 一 下 .车 YAERvi 集合 玉 mfflej> 对 与 斑 n{fFe) < 人 
是 财 集 ， 则 是 连续 函数 . 


定 尺 1.3.21 设 百 C 有 ny :五 一 下 ,aeE 百 . 若 对 任意 的 E > 0, 总 
存在 5 > 0 使 得 当 ze 吾 n Bi(a), 有 |f(z) - Faj| < e 就 称 了 在 点 
处 连续 ，a 是 了 的 连续 点 . 如果 /在 马上 处 处 连续 ， 就 称 了 在 召 上 
连续 ， 全 体 妃 上 连续 函数 集合 记 为 C(B) 


定义 1.3.22 设 4C 瑟 CR 了 .如 果 存 在 开 集 (或 闭 集 ) 妃 C Rn， 
使 得 4 = 五 门 刀 , 则 称 4 相对 于 忆 是 开 集 { 或 团 集 ) 


例 在 有 上 ,4 = [01) 相对 于 [0,co) 是 开 集 (4 = 上 co) n 
(-1D) ， 而 相对 于 [-131 是 闭 集 (4 = 员 Hn[IbI 切 ,但 4 在 
及 中 早 非 开 集 又 非凡 集 . 注意， 车 召 本 身 是 开 集 ， 则 4 c 吾 相对 于 
瑟 是 开 集 的 充分 必要 条 件 是 ， 4 本 身 是 开 集 . 

召 上 梢 数 的 连续 性 也 可 用 点 集 论 方法 来 刻画 .下 述 结论 是 定理 
1.3.20 的 拓 广 : 

了 EC 本 
4 YAE 民 忆 ( 了 < 入 和 五 (7 > 为 相对 于 吾 为 开 集 ; 
< YE 了 RBFSA 和 五 ( > 仿 相 对 于 五 为 闭 集 . 
此 处 要 用 到 记号 EC < 和 = 地 E 五 [77) < AH 记号 忆 7 > 入， 
BSABC > NM 的 意义 与 其 类 比 ， 


81.3.4 mn 维 点 集 连 续 性 的 基本 定理 


如 所 部 知 ， 微 积分 学 的 严格 理论 依 束 于 玉 的 连续 性 ， 刻 画 连 续 性 
有 以 下 几 条 基本 定理 : 即 柯 西 收 黎 原 理 、 有限 覆 盖 定 理 、 区 间 套 定理 ， 
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以 及 波 尔 查 诺 - 魏 条 斯 特 拉 斯 (Bolzano-Weierstrass] 极限 点 定理 .在 
及 ”让 将 重建 这 些 定理 ， 并 指出 它们 实质 上 是 互相 等 价 的 . 


定理 1.3.23 ( 柯 西 收敛 原理 ) ”序列 {zkj C 弄 " 收敛 的 充 要 条 件 





是 
im 目 zg 一 2 |= 人 .3.11) 
证 明 若 一 z 估 一 oo) ， 则 由 三 角 不 等 式 
上 六 一 于 | 肥 让 一 交 作 二 让 2 一 开 
看 出 条 件 (1.3.11) 满足 ， 反 之 ， 若 条 件 {1.3.13) 满足 ， 则 
| 一 到 | 一 一 0 (7 虽 | 
由 一 维 情况 下 柯 西 收 伍 原理 ， 有 zk 一 2 E 惨 伏 一 oo 芭 1 < 人 信 
z = (zz yznh 则 ， 


| zz 一 裤 》 zt 一 是 0 全 一 oo)， 


一 工 


可 犯 1im zk 一 亿 . 
上 一 TD 





设 4 C Re", 太 是 Rn 的 子 集 族 . 若 4 C UserPB, 则 称 和 是 集 4 
的 一 个 狠 盖 ; 当 乞 是 开 集 族 时 ,， 称 丰 是 集 4 的 开 材 盖 ; 当 下 是 有 限 
族 时 ， 称 丰 是 集 4 的 有 限 覆 盖 . 若 克也 是 开 " 的 子 集 族 ， 大 C 开 
当 大 昆 集 4 的 覆盖 时 ， 称 矿 是 大 的 子 覆 盖 . 


定理 1.3.24( 有 限 著 盖 定 理 ) 若 太 足 有 界 闭 集 玉 的 开 覆 盖 ， 则 
可 以 从 丰 中 取出 有 限 子 覆盖 

证 明 运用 反 证 法 ， 设 不 存在 有 限 子 覆 盖 ， 可 以 取 方 体 Cu = 
TTles 同 ,使 严 c Co. 将 Co 等 分 成 2 个 边 长 减 半 的 m 维 方 体 ， 


其 中 必 有 .个 ， 记 作 C ， 满 足 严 n Cl 不 被 和 中 有 限 个 集 所 覆盖 
再 将 C 等 分 成 2" 个 边 长 减 半 的 交 维 方 体 ， 其 中 必 有 一个 ， 记 作 Ca。 
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满足 五 mcCs 不 被 工 中 有 限 个 集 改 盖 .， 如 此 做 下 去 ， 得 到 一 系列 ” 维 
方 体 的 隆 列 {fCtj], 使 每 个 mecxs 不 被 和 下 中 有 限 个 集 所 覆盖 ， 对 任 
意 集合 4, 记 diam4 = supeyea 由 zz 一 3 相称 为 集 4 的 直径 ， 于 是 
diarmncs 一 0 一 oo) 任 取 zreE 天 mc 人 =12…)) 则 当 ! > 天 时 
上 天 一 玫 和 让 amCx， 

从 而 点 列 {zk} 满足 条 件 (1.3.11)， 由 定理 1.3.23 及 王 是 闭 集 ， 有 
3 ER 取 忆 Er 大 使 rei 取 rr>u0 使 吾 (z)C 忆 因为 
2 E CR diarmnCx -0 故 当 瞄 充分 大 时 ， 有 

正门 CC EC 也 
这 与 天 站 cx 不 被 和 奈 中 有 限 个 集 履 盖 相 区 盾 . 因此 必 可 从 不 中 取出 有 
限 子 履 盖 ， 


定理 1.3.25 ( 闭 区 间 赛 定理 ) 设 { 故 } 是 台 " 中 非 空 有 界 闭 集 列 ， 
满足 页 3 豆 DD 了 本 则 站 全 天 肌 . 

证 明 用 反 证 法 . 若 m 玉 = 由 出 U 所 = 严 ", 从 而 { 瑟 } 延 有 界 闭 
集 页 的 一 个 开 四 盖 . 由 定理 1.3.24, 必 有 5s > 了 使 1 =12 5 
歼 益 玉 . 于 是 




















天 吕 尼 
EU 疙 = 个 ] = 


2 -1 
这 与 下 2 有 了 矛盾 . 因此 站 有 天 由 

定理 1.3.26 ( 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 极限 点 定理 ) 型 " 中 任意 有 
界 无 限 点 集 4 至 少 有 一 个 聚 点 ， 即 涉 天 由 

证 明 取 4 的 无 限 可 列子 集 fzth) 全 本 = 一 15 贡 尖 二 
12 则 下 了 用 3. 车 机 = 四 刚 下 = 县 从 而 也 必 有 界 
团 集 ， 电 定理 1.3.2 知 ，m 瑟 头骨 这 显然 不 可 能 ， 因 此 沁 关 用 


定理 1.3.26 也 可 等 价 地 叙述 成 R" 中 有 界 无 限 序列 必 有 收敛 子 
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列 ， 

现在 给 出 从 定理 1.3.23 到 定理 1.3.26 的 证 明 . 设 Rn" 中 点 列 {zs]】 
是 柯 西 列 ， ww >0,3m > 0, 使 当 大 1 > 时 有 

| ze 一 下 <. 
易 知 {zs} 有 界 ， 于 是 由 定理 1.3.26 知 ， 有 一 收 敏 子 列 {2 司 2 有 一 开 
6 一 col， 当 了 充分 大 时 ， 有 
ze 一 2 < <. 

令 j 一 oo 得 上 一 了 这 表明 zx 一 了 全 一 oo). 

由 此 可 见 ， 定 理 1.3.23, 1.3.24, 1.3.25 与 1.3.26 是 互相 等 价 的 ， 它 
们 都 刻画 了 ”> 维 空间 了 " 的 连续 性 ， 

定义 1.3.27 没有" 中 集合 吕 的 任意 一 个 开 杉 盖 均 包含 有 限 十 覆 

定理 1.3.28 设 五 CR 车 电 的 任 一 开 履 盖 都 包含 有 跟 子 覆 
盖 ， 则 吾 是 有 界 闭 集 . 

证 明 设 >fe 斑 , 则 对 于 每 一 个 zx< 瑟 存在 5 >0, 使 得 

盏 fz,6o) 门 吾 (z,6-) 一 由 
显然 ， {B(r,5) : 2E 百 } 是 瑟 的 一 个 开 覆 盖 . 由 题 设 知 ， 存 在 有 限 
开 履 盖 ， 设 为 
(zi 2) ， 吾 (zmy 和) . 
由 此 可 知 召 是 有 界 集 . 现在 记 
如 一 和 ip{az ,0 

则 瑟 (z,bom 百 = 即 >EE 刀 .这 说 明 及 坟 五 , 瑟 是 闲 集 . 


结 台 定理 1.3.24 和 定理 1.3.28 可 得 下 列 推论 ， 
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推论 1.3.29 到 ”中 的 集 吾 是 紧 集 的 充分 必要 条件 是 ， 它 是 有 界 
闭 集 . 


习 题 

1 证明， (4U 司 := 出 口 吾 ， 

2. 证 明 ， 4 C 弄 "” 是 开 集 < YBCRn 有 4mn 瑟 C 本 门 瑟 . 

3. 对 十 任意 的 集 4, 证 明 4 4 64 都 是 闭 集 . 

4. 若 集 合 4 C R" 只 有 避 立 点 ， 证明 4 只 能 是 有 限 集 或 可 网 集 . 

5. 落 Gi,Gs 是 了 "中 互 不 相交 的 开 集 ， 证 明 GinmGs = 由 

6. 落 集 合 4C BR" 可 数 ， 试 证 明 在 在 x E 及 ", 使 得 

册 mf4 二 3 三 由 

其 中 了 +z = 和 二 zyE 4 

7. 设 集合 4 C BR", 若 对 于 任意 的 z E R", 存在” > 0, 使 得 集合 
4mBifz) 部 是 可 列 集 ， 试 证 明 集 合 4 是 可 列 集 . 

8. 设 机 刀 C 取 证明 (4x 呈 = (本 xB]U(4 x 百 )， 

9. 设 ffz) 是 了 上 单调 上 升 函 数 ， 证 明 点 集 斑 = {z|Ys > 0 有 
Altz+-Fz- 司 > 朋 是 玉 中 的 周 集 . 

10. 设 了 E Cai 相仿 

互 = zeE@Hn=OnizE 蕊 吉 Pe > 0、 

则 瑟 中 每 一 点 皆 乱 吾 的 括 立 点 . 

11. 证 明 型" 中 开 集 大 集 ， 闭 集 是 Gs 集 ， 

12. 令 大 ECIRo ,一 1 2 ,E 避 ,证 明 集 合 

{z|limFtz) < 

呈 克 集 ; 集合 {zlim 太 (z] > 分 是 G6 集 . 
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13. 证 明 及 上 任何 实 函数 /的 连续 点 之 集 足 Cs 集 ， 

14. 汪 明 集合 4C Rn 同时 为 咏 集 与 Gs 集 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 
序列 {F] c C(Ra) ,使 大 一 xxa. 

15. 设 {GA} 是 "中 开 集 的 升 列 ， 有 界 团 入 忆 是 UGx 的 于 集 ， 
证 明王 含 于 某 个 Gx 中 . 

16. 设 { 忆 } 是 R 中 有 界 闭 集 的 下 降 列 .又 孝 G 是 一 个 开 集 满 
足 门 及 EGGec 呈 ,证 明 富 必 包 售 某 个 到 . 

'17, 很 设 集合 户 C 芭 是 可 列 非 空 闭 集 ， 证 明 严 必 合 有 孤立 点 . 

18. 设 { 忆 ] 是 了 es 中 -一 族 有 界 闭 集 ， 若 任 取 其 中 有 限 个 玉 ， 到 。 

所 。, 部 有 _ 

门 丈 . 关 旬 


1=-1 

证 明 门 Fe 么 由 

19. 设 4 c 了 ,证 明 从 4 的 任 一 开 敢 盖 中 可 取出 可 列子 茜 盖 . 

20. 车 44 召 C 弄 ”是非 空 间 集 县 4 有 界 , 证 明 存 在 aE 圭 与 6 卫 、 
aa 一 all= 二 44. 吾 )， 其 中 国 4 = inftf 人 一 zs4yE 了 3] 

为 集合 4 与 集合 吾 之 间 的 距离 ， 

21. 试问 甲 开 中 的 一 切 开 集 构成 的 集 族 的 势 是 什么 ? 

22. 设 已 C Rn， 若 对 任意 ? E 本 , 存在 YE 事 , 使 得 太 z. 妇 = 
atz, 吾 ), 试 证 明 集 合 五 是 闭 集 ， 

23. 设 如 , 丽 到 " 是 于 不 相交 的 闵 集 , 证 明 存 在 互 不 相交 的 开 集 
GO ,使 用 CG 可 CGo. 

24. 设 已 C 了" 是 闭 集 ， 试 构造 连续 果 数 将 产 }, 使 得 

im 产 (2) 一 Xe E 开 


25. 证 明 函 数 足 Rn 上 连续 函数 的 充分 必要 条 件 层 ， 对 所 有 一 
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维 开 集 G, 原 像 集 广 !C) 是 本 中 开 集 ， 

“26. 设 正二 Rn 是 有 界 了 团 集 ， 吾 是 下 的 一 个 无 限 子 集 ， 试 证 明 
羽 ' 门 刁 天 朋友 之 , 若 下 C Rn 且 对 下 的 任意 无 限 子 集 五 有 疡 门 二 关系 
证 明 亚 是 有 界 闭 集 . 

27. 设 6G。c [0,co) 是 开 集 列 ， 若 已 知 en 在 [0,co) 稠密 ， 证 二 
门 Gn 也 在 [0,eo) 上 衬 密 ， 
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19 址 纪 下 半 叶 ,不 少 分 析 学 家 进行 一 系列 扩充 长 度 和 面积 概念 的 
探索 ,逐渐 形成 测度 概念 ， 1898 年 ， 捕 雷 尔 (Borel) 建立 了 一 维 Borel 
点 集 的 测度 .法 国 数学 家 勤 贝 格 (Lebesgue) 在 20 世纪 和 韧 时 系统 地 建 
立 了 测度 论 ， 并 成 功 地 建立 起 新 的 积分 理论 ， 它 发 表 于 1902 年 的 论 
文 公 积分、 长 度 与 面积 》 被 公认 为 现代 测度 和 积分 理论 的 莫 基 之 作 ， 
1915 年 ， 法 国 数学 家 弗 雷 时 (M.Frechet) 提出 在 一 般 = 代数 上 建立 测 
度 ， 开 始 创 立 抽象 测度 理论 1918 年 左右 希腊 数学 家 卡拉 泰 奥 多 里 
Caratheodory 关于 外 测度 的 研究 ， 对 于 现代 形式 测度 理论 的 形成 起 
了 关 届 作用 ， 本 章 将 介绍 基于 卡拉 泰 奥 多 里 外 测度 理论 上 的 Lebesgue 
测度 理论 . 

了 Rn 上 点 集 的 Lebesgue 测度 是 关于 点 集 的 一 种 度量 , 它 是 长 度 . 面 
集 和 体积 的 一 种 直接 而 自然 的 推广 , 它 是 Lebesgue 积分 理论 的 基石 . 
Lebesgue 积分 是 黎 螺 积分 的 推广 ， 它 将 积分 对 锭 从 黎 曼 可 积 函数 类 扩 
充 到 更 大 一 类 函数 一 :可 测 函 数 类 ， 本 章 还 将 介绍 可 测 函 数 以 及 可 测 
函数 空间 上 的 收敛 性 . 





82.1 Lebesgue 外 测度 与 可 测 集 


82.1.1 ”外 测度 


考虑 慌 " 中 的 开 矩 体 
了 = ff(ziza 外 帮 二 2 
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可 定义 其 体积 为 


纺 


下 = 了 二 -0)， (2.1.1) 


1 一 工 


如 果 吾 c 吧 是 一 个 一 般 点 集 ， 如 何 定义 它 的 体积 呢 ? 部 悉 黎 芝 积分 
的 人 自然 会 想到 ， 用 一 些小 的 长 方 体 去 分 割 它 ， 然 后 用 这 些 长 方 体 的 
体积 之 和 近似 代替 五 的 体积 ， 再 经 过 一 个 极限 过 程 ， 使 误差 趋 子 零 . 
基于 这 一 想法 ， 引 出 了 下 述 的 外 测度 概念 . 


定义 3.1.1 设 百 是 相 * 的 点 集 . 车 { 下 } 息 : 是 总 中 一 列 开 和 拖 
体 ， 且 是 互 的 一 个 覆盖 ， 则 它 确 定 了 一 个 非 负 实 数 


TD 


= 》 | 环 | (可 以 是 + oo)， 


5=1 
记 
(五 ) 一 inf fa 粳 一 》， | 翅 |， U 下 了 百 ， mA 是 开 算 体 }， (2.1.2) 


KE=1! =1 
称 m*( 孔 ) 为 集合 妃 的 Lebesgue 外 测度 ， 简 称 外 测度 ， 
定理 2.1,2 BR" 中 点 集 外 测度 具有 以 下 性 质 : 
人 非 负 性 mm" 0 (一 
多 单调 性 : 若 机 C 肌 , 则 mw ( 梧 ) 和 7 (ji 
(3) 次 可 加 性 ， me 人 (U 区 ) < 》 mekj 
天 一 1 友 一 ] 
人) 平移 不 变性 ，m"( 百 + {z) = mm"(P)YzER ,其 中 
百 十 {z}+ = 三世 十 到 7 瑟 上 . 
证 明 (1) 由 定义 直接 得 出 . 
当 百 Cc 下 时 ， 配 的 任 一 开 抢 列 覆盖 也 是 肪 的 一 个 覆盖 ， 由 
外 测度 定义 显然 得 到 性 质 (2}. 
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化 证 ( 们 . 不 妨 设 亲 1 ( 百 ) < +oo. 对 于 YE > 0 上 E 习 存在 环 
天 一 1 
的 一 个 开 抵 列 柳 益 fei) 沪 ， 天 c 吕 且 妆 且 三 il 荆 mr(B)+ 藤 
9 一 了 一 
由 此 可 见 


TD 


亚 5 Us 并 is 《本 十 


上 一 1 AI 二 
{} 芝 -1 是 U 开 的 一 个 履 盖 ， 上 me( 局 到】 芯 习 7 本 ke) 十 ， 
51 ks1 KR=1 
由 < 的 任意 性 ， 即 得 次 可 加 性 结论 . 
最 后 证 (和 . 因为 拭 体 在 习 移 下 体积 不 变 , 故 对 于 任意 的 矩 体 二 有 
Dr 由 RNT 忆 的 任意 覆盖 { 有 }, 经 平移 后 { 训 + tzj] 是 
吾 + zl 的 一 个 蓝 羡 


“( 五 + {zh 芭 科 | 六 十 好]|= > | 瑟 |- 


大 二 1 
由 次 可 加 性 知 ， 
轩 1 及 十 和 用 苹 r ( 瑟 )， 
反之 ， 考 虑 将 集合 召 + fzl 作 平 移 -zr, 可 得 原点 集 互 . 因而 有 
7 五) 7 吾 十 { 有 ). 
例 1 Ra 中 单 点 集 的 外 测度 为 零 ， 即 Yz E Ratfz)=0 着 
吾 是 到 "中 可 数 点 集 ， 有 吧 "( 瑟 ) = 
例 2 考虑 m -1 维 超 平面 矩 体 
盏 = {z 一 (总 | 旺 生 和 了 天 让， 
则 有 mn*fB) = 0 又 对 于 任意 的 开 拖 体 到 总 有 站 = 门 = 人 
例 3 io,1] 中 的 Canter 集 C 的 外 测度 是 零 . 因为 C = nn 瓦 ,其 
中 已 ,是 2 个 长 度 为 3- 的 闭 区 间 的 并 集 ， 所 以 mm"C) 生 癌 "GE) 芯 


2n3-) 念 了 一 oo 人 CC 二 0. 
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外 测度 旦 定义 在 到 ”的 树 集 上 的 一 种 函数 ， 开 、 闭 矩 体 上 的 外 测 
产 与 其 上 的 体积 相同 . 它 可 以 看 作 体积 概念 的 折 广 . 但 是 集合 “体积 ” 
问题 远 非 如 此 简单 .长度 、 面 积 和 体积 都 具有 可 加 性 ， 但 是 外 测度 不 
具有 可 加 性 ， 事 实 上 如 有 可 加 性 ， 则 易 知 亦 有 共有 有 限 可 加 性 ， 即 对 于 
任意 互 不 相交 点 集 玉 …… , 囊 , 有 

站 忆 避 ) 帮 玫 作 
于 是 对 于 任意 一 列 手 不 相交 的 点 集 百 ,，… ,Enm，…， 有 
念 mm 一 +oo 便 知 
结合 定理 2.1.2 中 性 质 (3), 得 到 

me( 吕 已) = 三 交 【五 ) 
这 说 明 ， 只 要 外 测度 其 有 可 加 性 ， 就 一 和 定 共 有 可 列 可 加 性 然而 下 面 
的 例子 说 明 ， 外 测度 不 具有 这 种 性 质 ， 
例 4 对 于 任意 的 = e (0., 记 

大 ={Et0DKETEQQ 

因为 ET 天山 易 证 
了 门 工 ， 天 员 后 工 : = < 了 一 2 E 岂 . 

这 样 (0,1) 分 解 成 一 些 志 不 相 父 的 Fas 之 并 ， 对 每 个 工 ， 从 中 任 取 一 
点 构成 一 个 集合 3. 当然 5 C (0, 1)， 

记 {ri] 名 为 (-1.3 中 有 理 数 全 体 . 令 中 = 人 +rz E 3 
3 是 从 3 平移 me 后 得 到 的 集合 显然 呈 CC 【-12), 而 且 当 上 天 7 
时 ， SingSi = 县 若 不 急 ， 存在 《E 吕 门 95、 则 存在 z.yY E 9. 使 
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十 全 二 有 =Y 二 ?六 于 是-yY=7- 路 E 届 .但 由 3 有 的 构造 ， 当 
z 关 1 时 ，Femnzr= 人 zz 一 不 能 是 有 理 数 .因此 只 能 有 z = 4 从 而 
站 二 由- 导致 耶 盾 ， 所 以 条 与 3 一 定 不 充 . 

考虑 U sw， 骨 GD < 昌 sr 事实 上 [，wze (0D, 有 ze 
由 3 的 构造 ， 记 Sn La = 人 于 是 zye 和 ,有 旦 zye(-1lb 因 
此 存在 某 个 岂 使 mm =z-oz=y+rmesw 即 (0Dc US 综 
上 得 人 Dc U sec (19) 

车 外 测度 具有 可 列 可 加 性 ， 骨 

1 一 mt0,1) mi ( 人 加 一 们 mtfSa] snt 一 1 2 一 3. 


只 一 1 


但 mr*(sn) = mr"f3), 由 于 二 mx(9u) 收效 ， 知 mm*f5) = 0. 这 就 导致 
1<0<3. 这 个 巴 盾 说 明 外 测度 不 具有 可 加 性 


8$2.1.2 ”Lebesgue 可 测 集 


上 一 节 的 例 4 中 并 未 用 到 外 测度 的 具体 构造 ， 这 就 是 说 ， 只 要 一 
种 集 函 数 ， 具 备 定理 2.1.2 的 性 质 (1) ~ (4 以 下 可 加 性 ， 就 不 可 避免 
地 会 秦 到 上 述 矛 盾 ， 由 此 可 见 ， 对 于 外 测度 这 一 种 集合 度量 而 言 ， 总 
有 一 些 集合 ， 其 外 测度 不 具有 可 名 性 ， 如果 把 这 些 集合 排除 在 外 ， 称 
它 为 不 可 测 集 ， 匀 下 的 集合 称 为 可 测 集 ， 于 是 在 全 体 可 测 集 族 上 ， 外 
测度 作为 一 种 集合 度量 具有 可 列 可 加 性 ， 从 而 真正 成 为 长 度 、 体 积 概 
念 的 拓 广 ， 

Rn 中 任意 开 矩 体 了 应 当 属 于 可 测 集 类 ， 若 点 集 妃 也 属于 可 测 集 
类 ， 则 根据 可 如 性 〈 见 下 页 图 2.1 )， 对 每 个 矩 体 了 应 有 

7 二 TT 人 人 门 机 十 中古 {2.1.3) 
这 一 等 式 可 以 作为 互 是 可 测 集 的 定义 , 不 过 ,实际 上 还 可 由 此 证 明 ， 
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CC | 


对 士 任 一 R" 的 点 集 T, 有 
(2 二 人 门 五 ) 十 站 百 ). 
事实 上 ， 对 于 ve > 0 存在 可 列 抑 体 列 {7] 生 使 得 mn 3 和 用 


7 三 | 责 | mm+ 门 十 E， 由 于 





(U 站) 门 瓦 了 开门 瑟 ， (U 5 门 杏 e 站 站 天 
如 一 呈 一 了 


因而 有 
Rs 和 广 盏 ) 十 7 人 (人 门 丁 5 


[na 


刀 一 1 


了 [uc n 十 7 [LUena 


ii 一 | 


父 


上 


芭 yp 户 吾 ]) 1 下 本 


一 人 7) 一 Y | 本 < (十 
所 二 ] 开 一 1 


令 s 全 0, 即 得 
(全 门 古 ) 十 (下 门 吾 )r 人 
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于 是 
全 上 ( 门 百 ] 十 辣 全 门 五 二 人). 


定 尺 2.1.3 (可 测 集 ) 设 瑟 CRn. 若 Y7CR2 ,有 
mn 二 (站 丙 二 rn 人 站 瑟 ， (2.1 .和 
称 履 是 Lepesgne 可 测 集 ， 简 称 为 可 测 集 ， 可 测 集 全 体 记 作 师 , 称 为 
Rn 的 可 测 集 类 ， 如 果 要 强调 可 测 集 类 的 维 数 ， 则 记 成 各。 
当 吾 <E 曙 时 ，777(E 称 为 瑟 的 测度 ， 简 记 作 rd( 吾 ])， 关 系 式 
(2.1.4) 称 为 Caratheodory 条 件 ， 28"\ 9 中 的 元 素 称 为 不 可 测 集 
由 外 测度 的 次 可 加 性 ， 条 件 (2.1.4) 与 下 列 条 件 等 价 ; 对 于 YY 已 C 
R",， 有 
和 王政 {2.1.51 


定理 2.1.4 若 mrt)=0， 则 五 E 叫 . 
证 明 因为 mr( 瑟 ) = 0 则 对 下 YEC Rn 有 全 门 百 C 五 . 故 
me(Tn 刁 = 0 于 是 
pe 人 mmrTnBy mn < 
由 些 得 五 < 归 . 


定理 2.1.5 民 " 中 开 扎 怀 工 < 嘱 , 且 mR( 三 工 
证 明 只 要 和 验证 对 十 每 个 开 矩 体 小 有 
mx 二 meatmnD+metn 
7nz 仍 开 短 林 ， 有 mrnDD In 下 而 ynE=JNOnD, 它 
是 开 和 抢 体 中 控 去 一 个 开 矩 体 ， 有 mn = 一 人 ml (这 与 证 骨 
中 = | 开关 偶 ). 因此 
zer( 思 一 | 加 =Tng+-RnT=metrnDD+metynze 
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所 以 了 <E 中 ， 

定理 2.1.6 可 测 集 性 质 : 

0 和 Er 二 0; 

(分 若 百 E 呈 , 则 五 ceE 味 ; 

(3 车 吾 严 e 串 , 则 互 吕 局 站 中 本 再 \ 下 E 员 | 

Cd) 可 列 可 加 性 : 若 书 e 和 ,7 = 12 ,出 癌 吾 E 90H; 车 还 有 
总 门 瑟 = 全 夭 力 , 则 


六 LU 已 ) = 》 和 (本 )， {2.1.6) 
j=1 3 一 1 
证 明 (2) 显然 成 立 ， 获 证 (3 由 德 摩根 法 则 以 及 五 \ 王 = 
互 门 天, 只 需 证 明 集 合 孔 U 瑚 是 可 测 集 ， 对 任意 点 集 工 , 根据 集合 分 解 
( 融 图 2.2) 和 外 测度 的 次 可 如 性 ， 有 
Erm(Tn(BUB) + 全 UR)5] 
一 1 人 (有 UU 天 十 7 下 百 门 天 
芭 人 站 盏 ) 门 百 ) 十 if 全 门 百 ) 门 碧 2 
十 玫 * (全 站 再 引 门 天 十 各 “人 (下 门 吾 门 下 


全 揽 合 1: 个 门 站 门 天 
党 合 2: 于 让 五 门 王 
LA 凡 合 3， 人 本 六 


图 2.2 
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由 集合 三 ,下 的 可 测 性 ， 上 式 右 端 是 
mx 人 (开门 古 十 mm 位 门 吾 ] = mr 
故 
1 (有 UE) TIm( 人 D( 瑟 U 天 )c). 
这 说 明 吾 UW 下 E 邮 . 
兹 证 (4 首先 ， 设 集合 了 , Be，… ,了 天，…… ,是 一 列 互 不 相 伙 的 可 
测 集 ， 由 的 可 测 性 ， 对 手 任意 点 集 并 有 
1 (全 门 ( 本 U 可 )) 二 人 人 mm( 机 ULU 术 )mn 囊 )+meTnfEUuEa)n 琵 ). 
由 于 丙 启 机 = 外 得 
1 人 (全 门 ( 再 LU 责 ]] 三 由 再 )+me 人 nm 瑟 )， 
由 妇 纳 法 ， 可 得 
此 帮 
了 (rn LU 巨 )) ” ( 工 门 本 (2.1.7) 


了 一 工 
oo 点 
念 5= 昌 页， 吕 二 咒 五 让 大 二 1 2 - 则 由 (人 ) 知 ， Sr E 叫 . 于 是 
j 一 4 一 1 


由 Caratheodery 公 件 及 人 2.1.5) 式 ， 有 
1 二 (站 9 十 (站 3 


大 
= me(Tnmn 已 )+TmeTnSh. 
导 一 1 
由 于 SC 83, 工 几 32TnSc, 可 知 
点 
mr 站 盏 )+ mmSc) 
fj 一 1 
念 开 一 oa， 
(了 ) 之 0 五 十 7 (全 门 允 5) 
3 一 1 


站 3 二 (站 3 
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所 以 S E 中 . 在 上 述 不 等 式 中 以 工 n3 代替 工 ， 可 得 
Ti 人 站 9) 一 和 me 站 五 让 
再 取代 二 Re ， 即 得 等 式 (216)， 
其 次 ， 对 于 一 般 可 测 集 列 { 忆 ]}, 令 


上 一 上 
现 三 瑟 1， 玉 = 有 AN(UBj 基 二 23 
一 1 


周 { 且 } 是 鼠 不 相交 的 可 测 集 列 由 于 岂 局 = 局 及 , 即 得 品 札 e 牟 
证 毕 ， 
推论 2.1.7 车 机 E 叫 和 =12……) 则 互 E 咱 . 


由 定理 可 以 看 到 , 可 测 集 类 包含 了 空 集 , 可 测 集 类 关于 集合 的 并 、 
交 和 余 运 算是 封闭 的 ， 并 且 关 于 集合 的 可 列 并 、 可 列 交 运 算 也 是 封闭 
的 .因此 集合 族 鸣 是 空间 了 "的 一 个 e 代数 

根据 定理 2.1.5 , 任何 一 个 开 矩 体 了 属于 叫 由 于 mm"(AD = 0, 知 
7 e 对 考虑 半 开 半 闭 和 拭 体 7 = 了 [oo 加 ,由 于 7T= 了 (ooi9 cvcT 


易 知 Je 蚜 , mm) = | 可 .所 以 艰 * 中 的 任意 并 集 是 可 测 集 ， 从 而 由 开 
集 生 成 的 Borele 代数 中 CC 叫 ， 即 任何 Berel 集 均 是 Lebesgue 可 测 
集 . 

定理 2.1.8 车 有 递 措 可 测 集 列 丙 和 有 素 E:… 和 CE 可 C…; 则 
dmn 政 E 缉 i， 且 





mm( lim 及 ] = Jim m(B) (2.1.8) 
证 明 Jim 到 = 蜗 下 e 昕 . 记 西 = 则 显然 有 


昌 一 吕 【RNA 
且 瑟 - 瑟 -1 是 豆 不 相交 的 可 测 集 列 . 
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由 于 耿 -: 与 政 \ 区 -1 互 不 相 变 ， 有 

儿 ( 且 十 入 (BA 有 = 入 (天 -TU 本 有) 一 mm( 本 让， 
放 了 (可 下 -1) 三 吕 ( 吾 ) 一 (区 由 测度 可 列 可 加 性 ， 得 
mt lim 瑟 ) = 吕 A CN) 


= >》 好 放 卫 天 外 五 5 1 


本 
中 
广 


(mm(EB) 一 7 一 1 ) 


Id 


嘻 ， 
有 


mL TPR 龙 收 
3 亚 了 了 .… 是 递 碟 可 测 集 列 ， 且 


z 引 “ 


上 


天 


推论 2.1.9 若 古 避 配 了 了 … 


7 E1) 二 DC ， 冲 
(2.1.9) 


mim 瑟 6) 一 ji 7 五 5)， 
定理 2.1.10 车 瑟 E 叫 , 则 wzreRRn, 五 +{ 人 2]E 跑 成 立 ， 
证 明 ( 吾 + fj = 玫 + {z}, 对 于 任意 集合 了 C 到 ", 由 


Tnt(B+{zh)= 人 一 [zhn 至 +{zh 


及 外 测度 的 平移 不 变性 有 
7 可 填 { 放 十 人 站 ( 五 十 {z))9 
1 (开门 ( 吾 十 位 有 十 (人 让 (十 {2])) 
一 7 一 人 有 六 吾 十 {]] 十 本人 一 起 nm + 人 
本 fa 站 吾 ] 二 下 一 弛 有 证 
一 PT 下 三 和 (站 ). 
所 以 吾 上 + {z} 和 
现在 来 看 Lebesgue 可 测 集 与 Borel 可 测 集 差别 有 多 大 . 
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定理 2.1.11 设 吾 是 可 测 集 ， 则 存在 Borel 集 @C, 疡 ,使 严 C 王 
G@, 百 m(E) = 有 (G) = 癌 ( 吾 ). 

证 明 首先 设 mm( 本 < co, 则 对 每 一 个 环 E R 存在 并 撼 体 列 
{ 扫 1G = 二 2 …) 覆盖 瑟 , 且 


也 mm ] 岂 ，， 
2 有一 和 同和 > 全 外 
了 一 


了 一 1 


记 Gu =- 品 区 ，Gn 是 开 集 . 于 是 已 c G。, 且 
j1 


习 


卫 工 
mlfGn) 一 工 芭 : 要 中 一 二 么 mm( 本 三 (Go 


ai- 
二 


由 此 得 
mi(G NA 本 mlGJ -mlE) < 了 

令 G= 和 GwG 是 6 型 Borel 集 , 县 已 cG 由 mlCA\ 且 < 
mtGAA 天 < ln， 立 知 mi(GA 辐 二 0. 这 说 明 mma(G) = ma( 司 ) 

如 果 瑟 是 有 界 的 ,存在 闭 矩 体 了 互 , 记 中 = 败 瑟 .于 是 mmf3)] = 
局 [一 瑟 ( 吾 ). 由 上 面 的 证 明知 , 存在 Cu 型 集 GD 93, 满足 mtG) = m(3). 
令 已 = JRGe 是 机 再 Boral 集 , 则 已 CC 及 故 mm( 扣 莹 ma( 梧 .但 是 

m(P) = m(JNG) 首 -mtG) = 几 一 mm(5) = (加 

所 以 有 PE = mm( 吾 ). 

当 已 是 无 界 时 ， 总 存在 递增 开 符 体 列 {7a}, 使 得 

也” 一 U 五 了 吾 . 


令 豆 = 互 U, 则 { 避 o} 是 递增 有 界 可 测 列 ， 于 是 


E-BnU = 吕 R 
所 二 二 所 一 荆 
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对 于 Y 五,, 存在 Borel 集 G, 如 ,使 
已 可 CCG ma() 二 me 本) mlGa 


现在 令 下 = U 机,G = UU Gw 则 G, 忆 是 Borel 集 ， 而 且 
拉 一 1 好 一 1 


所 区 五 蕊 人. 
由 于 _ 
GANAC LIG。 BR)， 瑟 ARFCLICGE NE)， 


从 一 1 


以 及 PfGn 五 站 一 珍 [BA 古 ) 二 中立 得 


PC 五 ) 所 Y、 rn 五) 一. 


同 理 m( 瑟 \ 厂 ] = 和 0 所 以 普 (本 = mm( 且 ) = mlG), 易 知 ， 这 样 构造 
的 刁 是 尿 型 集 ，G 汪 6Gs 型 集 . 


82.1.3 测度 空间 


定理 2.1.6 可 测 集 性 质 中 (1 ,(] 是 非常 基本 的 性 质 ， 由 此 锥 出 关 
-上 Lebesgue 测度 的 一 系列 结果 . 这 就 启发 我 们 若 以 这 些 性 质 作 为 基本 
假设 引进 某 种 抽象 测度 , 则 它 将 具有 一 系列 与 Lebesgue 测度 相似 的 性 
质 ， 从 而 拓 广 测度 论 的 应 用 范围 . 


定 久 2.1.12 设 碟 是 一 个 非 空 集 ， 和 天 C 2 是 三 的 一 个 = 代数， 
称 (XX, 和 ) 为 一 个 可 测 空间 ， 等 个 集合 4E 三 称 为 可 测 集 ， 或 简称 
为 可 测 集 ， 若 集 晃 数 : 下 一 [0,eol 具有 以 下 性 质 ， 

(1 同一 0 

(2 若 4 E 万 =12……， 互 不 相交 ， 有 


“(U4] 一 2MK4)， [2.1.10) 
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则 称 A 为 (大 ) 上 上 的 一 个 测度 ， 称 三 元 组 ( 民 , 大 ,站 为 测度 空间 .性 
质 !2; 称 为 测度 的 可 各 性 . 车 还 假定 测度 4 满足 条 件 : 

车 BCc4erFHd=0 则 有 e 太 (2.1.11) 
则 称 4 是 完备 测度 ， !{ 蕊 , ,由 是 完备 测度 空间 ， 

设 习 , 大 , 辣 是 测度 空间 . 车 pf < oo, 称 六 为 有 限 测度 ， 若 
HE = 二 则 称 记 为 概率 测度 ，( 工 , 丰 , 靖 称 为 概率 测度 空间 . 对 于 集 
合 汪 E 大 若 存在 4。6E 大 =12 和 醒 得 4= 品 4) < ao， 
虽 称 4 具有 有 限 测度 ; 若 世 本身 具有 o 有 限 测 度 ， 则 称 靖 为 有 
限 测度 . 

以 下 是 一 些 测度 的 钢 子 ， 

例 5 Jebesgue 测度 mm 昆 (Ri 于 的 -个 e 有 限 测 度 . 

例 6 在 ( 权 "oO 上 引入 如 下 测度 ， 对 上 Y4E 叫 , 有 

由 一 ddzrs dz 
ptd) 三 5 dzldza drn， 
易 见 六 是 (到 "0 上 一 个 概率 测度 . 

例 7 设 拒 是 一 个 非 空 集 ， 考 虑 o 代数 和 = 2 对 于 任意 有 
限 集 4e 生 令 84) = 4 对 于 任意 无 限 集 4 C 所 令 Ad = oo. 
则 席 足 定义 2.1.12 中 的 条 件 (2 称 为 二 上 的 计数 测度 ， 六 为 
HL =Ds<ss> 4d=b 所 以 由 足 谍 上 的 完备 测度 ， 易 见 关 是 = 有 限 测 
度 当 日 仅 当 巳 是 可 列 集 ， 


例 8 度 蕊 是 一 个 非 空 集 ， 任 意 取 定 元 素 we , 对 于 任意 集合 
JC 瑟 ,定义 zf(d4) = xafz) 则 容易 验证 ， “是 所 上 的 -个 完备 概率 
测度 ， 称 它 为 元 工 处 的 Dirac 测度 ， 记 作 占 . 


例 9 设 jr 是 (2 万 上 的 测度 ，ar E [coh=1 2 对 二 
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任意 集 台 4 E 三 , 令 Rd = anpmld 则 易 见 六 也 是 ( 天) 上 上 的 一 
个 测度 ， 记 帮 瑚 二 2 在 上 天 内， 

例如 ， 若 以 中 记 本 上 点 羔 处 的 Dirac 测 庆 ， 则 站 = > pr 恰 是 
N 上 的 计数 测度 ， 人 

例 10 设 ( 民 ,下 ,上 岂 是 一 个 测度 空间 ，f :三 一 下 是 一 个 一 一 满 映 
射 . 令 9 = {7(4j4E 大. 又 对 于 每 个 BE9, 定 义 区 旦 ) = 岂 拓 7 旦 ))， 
则 显然 二 元 组 (G,v) 是 一 个 测度 空间 . 








例如 , 歌 X=i0,2r), 产 尾 碟 上 的 Lebesgue 测度 m, 念 了 ={1zE 
@|s = 卫 ， 则 


了 了 :有 全 了 QFy Bei 


是 一 一 满 映 射 ， 十 是 了 上 有 测度 zx(B) = mm( 广 ( 吾 ), 它 是 图 周 了 上 
的 弧 长 概念 的 推广 ， 
以 下 定理 容易 证明 . 


定理 2.1.13 设 (I 地 ,站 是 一 个 测度 空间 ， 则 测度 疡 具有 以 十 
性 质 : 
fl 单调 性 : 若 4 C 42, 则 Ad SA4aji 


(2) 次 可 加 性 ，pf 口 4) < 二 4 
上 一 1 此 一 1 
(3) 上 连续 性 若 {4n} < 天 是 一 升 刚 ， 风 
cf U 4n】 三 rm Hi 
(4) 下 连续 性 ， 若 [hn} C 丰 图 一 降 列 ， 世 M4i) < oo, 则 


的 已 4 = 
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习 题 
1. 设 4CRnrmefd)= 册 证明， 对 于 Y5CRn” 有 
msf4U 吾 ) = mm*fB)， 
2. 证 明 形 ” 中 任意 的 有 界 集 互 的 外 测度 有 限 ， 
3 设 4. 吾 己 Ra mdjmrfB) < oo, 试 证 明 
| 一 (< dB 十 人 有 dd) 
4. 设 吾 = TS9 之 一 是 有 理 数 】 C 型 2， 求 m"( 互 ). 
5. 已 知 吾 C 慌 ,m*( >a>0, 证 明 存 在 子 集 4C 万 使 m*(4) = 


和 . 至 少 含有 一 个 内 点 的 集合 的 外 测度 能 否 为 零 ? 
7. 已 知 4C 昌 CR ,4 是 可 测 集 ， 且 mm(4 =ma"(3) = 0 证 明 台 
是 可 测 集 . 
8. 对 于 任意 集 互 c 到 ", 证明 存 在 包含 五 的 Cr 集 总 ,使 得 ma( 五 ) = 
me*( 吾 ). 此 题 中 所 构造 的 集合 五 称 为 集合 互 的 等 测 包 ， 
93. 若 { 玻 } 是 屯 " 上 的 单调 上 升 点 集 列 ， 试 证 明 
JE 一 ( 
10. 设 4, 旦 CC Rn,4U 吾 是 有 限 可 测 集 . 若 mt4UB) =m"(4) 十 
mm*{( 瑟 ), 证 明 4, 吾 缘 为 可 测 集 . 
11. 设 卫 :机 " 一 Ron 是 一 一 满 映射 ， 且 保持 点 集 的 外 测度 不 变 ， 
证 明 对 于 吾 E 多 ， 有 了 (五 ) E 如. 
*12. 试 证 明 任 一 个 正 的 可 测 集 召 中 含有 不 可 测 集 . 
13. 设 了: [@, 引 一 到. 若 对 于 [可 中 任意 可 测 集 古 , F 瑟 ) 必 为 下 
中 的 可 测 集 ， 证 明 : 当 台 是 [ce; 申 中 零 测 集 时 ， 必 有 mm(F2]) = 0 
14, 给 定 [0,1 中 可 测 集 列 1Bi = 12…. 若 Ye>0 总 存在 基 





2.4 Lebesgue 外 测度 与 可 测 集 介 1 





个 集 下 ， 使 得 m( 相 )] > 1~<e ， 证 明 : 
所 蕊 ) = 1. 

15. 在 [e, 中 上 能 朱 作 一 测度 为 乒 - a 但 又 不 同 于 [a, 忆 的 闭 集 ? 

16. 若 吾 是 0 中 零 测 集 ， 其 闭 包 五 是 否 也 是 零 测 集 ? 

17. 设 百 是 丽 "” 中 不 可 测 集 ，4 是 慌 * 中 零 测 集 ， 证 明 吾 n4 是 
不 可 测 集 . 

18. 证 明 对 于 任意 可 测 集 4, 互 ， 恒 有 

4) 十 中 门 吾 ] = 丽 (4) + 到 ( 瑟 ). 

19. 设 4, 互 是 人 ,4 中 的 两 个 可 测 集 ， 且 ml(4) +mfB) > 工 ， 试 
证 明 和 (4m 吾 ) > 0 

20. 设 4,B:C 是 各, 二 中 的 三 个 可 调集 ， 且 

mm{4) 十 (TO > 2 

试 证 明 mm(4Pm 号 门 C) > 0 

21. 证 明 存 在 开 集 GC Rn" ， 使 mmfG) > mmIG). 

22. 证 明 位 于 OX 办 上 任何 集 忆 ,在 DOXTY 平面 上 是 可 测 集 ， 且 
其 测度 为 零 . 

23. 证 明 有 理 数 集 是 开 中 可 测 集 ， 且 测度 是 0. 

24. 设 吾 C 开县 ( 酝 ) > 履 试 证 明 存 在 i:zos E 瑟 ,使 zi -32a 是 
有 理 数 . 

25. 证 明  c 型 " 是 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任何 > 0， 
存在 开 集 Ci 与 Ga, G1 3 五 , Gaz 2 瑟 , 使 得 

(GT 站 Co) < E. 

26. 设 如 是 可 测 集 ， mf{ 吾 ) > 0. 证 明 存 在 z E 五, 使 得 对 于 任意 
> 0 有 mm( 吾 门 吾 (z0) > 0. 

27. 若 { 醚 ]} 是 Rn 中 可 测 集合 列 ， 证 明 : 
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们 ) rn im 且 ] 入 ia mm(EBei 
上 一 oo 玫 一 cy 
(3) 若 存在 和 , 使 得 mm( 口 及 ) < co, 骨 
点 一 大 D 
n( 匡 本 ) > 酉 mE 
28. 设 吾 忆 了 Ra", 五 > 瑟瑟 是 可 测 集 . 若 豆 \ 吾 中 任意 可 测 子 集 皆 
为 霍 测 集 ， 试 间 mm{ 吾 ) = mm"( 瑟 ) 吗 ? 
29. 设 五 CR", 证 明 存 在 G5 型 集 互 且 互 了 五 ,使 得 对 于 任意 一 
个 可 测 集 4 C 了 有 ma*( 吾 门 必 三 mm( 刀 4) 
30. 设 { 本 4 是 上 ,1 中 可 测 集 烈 ， ma()] 一 = 1.2 证 明 
La 而 _ 
(有 
31. 设 { 术 } 是 加 中 可 测 集 列 ， 且 满足 ER m(Bn) = 1 证 明 ， 
对 于 罗 避 和 区 所 工 ， 必 存 在 { 五 上， 使 得 
o( 人 辟 。) > 
*32. 设 吾 c [wm 可 是 可 测 集 ， 环 c [e 伏 = 1 2) 是 开 区 间 列 ， 
满足 





9 有 门 吾 ) 之 3 有 大 二 12 
证 明 


nm(( 间 区 mn 本 > 细 ( 避 二) 


33, 设 丽 ,…… ,有 束 是 [0.1 中 的 可 测 集 ， 且 有 > TH 瑟 让 > 下 一 卫 
了 一 1 


证 明 : 
大 
中 囊 ) > 0 
34. 记 了 = [01 x [HH, 吾 = {z 信 E 下 cos(z 十 信 是 无 理 数 ， 
|sinz| < 172], 求 mm( 吾 )， 





82.2 Lebesgue 可 测 函 数 的 





*35. 证 明 ， 束 " 中 的 Borei 集 族 免 有 连续 统 势 . 
36. 设 互 CR" 是 可 测 集 ，a > 0. 记 
和 已 = fear|zE 戌 }， 
证 明 ea 瑟 E 只 且 mmfa 五 ) = acrm{ 瑟 )， 


$2.2 Lebesgue 可 测 函 数 


本 节 所 要 构造 的 玉 " 上 的 Lepesgue 可 测 函 数 类 简称 可 测 函 数 类 . 
它 要 出 黎 电 可 积 函 数 类 大 得 多 ， 在 下 述 第 三 章 将 在 可 测 函 数 类 上 引入 
Lebesgue 积分 .与 连续 函数 类 不 间 ， 可 测 函 数 类 在 极限 运算 下 是 封闭 
的 . 这 使 得 所 建立 的 积分 理论 更 便于 使 用 . 

为 了 论述 的 简便 和 统一 , 今后 凡 说 到 的 实 函 数 , 均 指 广义 实 函 数 ， 
即 取 值 于 捅 = 及 WU{ocoj (广义 实数 集 } 的 函数 容许 函 数 取 值 [二 ze] 
有 方便 之 处 ， 但 也 可 能 引起 一 些 麻烦 ， 处 理 时 必须 谨慎 为 此 作 如 下 
约定 ， 


-oo 过 +oo 若 zE 限 则 一 oo 芝 工 < 下 ooi 








士 oo 十 【 廿 ee) = 士 oo = 士 oo 一 ( 干 oo); 
十 oo 十 工 二 士 co 一 2 一 (于 oo)j， 对 于 YzE 耻 ; 
士 oo : 工 三 二 co， 当 站 二 工 芝 十 ooi 


士 oe ,出 一 干 Dco， 当 一 ee 莹 工 志 有 0 





士 o .0 一 和 一 工 了 士 o， yzE 恨 ; 

| 士 co| = 十 oj 

{ 士 ao] . { 士 o) = 十 20，( 士 ooj . { 二 eco) = 一 5c. 
有 时 ， +eo 简 记 成 ee. 注意 土 co ~ (十 ce), ( 士 eo) + ( 干 co) 等 是 无 意义 
的 . 
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42.2.1 Lebesgue 可 测 函 孝 

定 勾 3.2.1 设 瑟 Cn" 是 可 测 集 ， 了 是 互 上 的 函数 ， 如 果 对 于 
任意 常数 志 集合 

(f > 月 瑾 人 ERnlze 匹 Hz)> 昌 (2.2. 

都 是 可 测 集 ， 则 黎 冰 数 / 是 五 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 . 简称 为 百 上 
的 可 测 函 数 ， 也 可 以 称 了 在 召 上 可 测 ， 

药 定 以 蚌 ( 吾 ] 记 吾 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 的 全 体 . 

从 形式 上 看 ,定义 2.2.1 是 骨 简 单 的 ,但 它 并 不 能 直接 揭示 Lebesgue 
可 测 函 数 的 直观 形象 和 内 在 结构 ， 这 些 内 涵 只 能 逐步 展开 ， 首 先 给 出 
两 个 最 简单 的 可 调 函 数 的 例子 . 


例 1 设 fr)=cvYzge 瑟 因为 有 


五 ， 当 t<e 
suz0- 必 当 ! > 
礁 了 E gif). 
例 3 设 4C 互 了 =Xx4, 则 
五 ， <U， 
五 (> 站 一 4， 区， 
及 填空】 


由 此 可 见 ， 了 e 名 ( 局 当 目 仅 当 4 是 可 测 集 ， 


以 上 两 个 例子 最 很 特殊 , 但 它们 具有 典型 意义 . 下 面 将 看 到 (年 理 
2.2.5 和 定理 2.2.10) ， 利 用 形 如 j = 及 上 = Xa(4C 瑟 可 测 ) 这 样 的 
函数 ， 通 过 加 法 、 数 乘 与 杖 限 运算 ， 可 得 出 整 全 可 测 函 数 集 类 叫 ( 忆 )， 

下 面 先 给 出 可 测 函 数 的 等 价 刻 画 . 


82.2 Lepesgue 可 测 函 数 如 





定理 2.2.3 设 是 可 测 集 百 上 一 个 实 函 数 ， 则 以 下 诸 条 件 互 相 
等 价 ， 
(了 < 9 五 )i 
(2) vtEe 到 ， 瓦 (了 > 力 是 可 测 集 ; 
(G) YiS 改 ， 吾 (7 < 站 是 可 测 集 ; 
人) YE 芭 忆 (< 六 是 可 测 集 . 
证 明 因为 
己 ( 了 > 区 一 人 80 > 1 
吾 ( 站 < 和 三 五 \ 吾 信之 序 
BU<D= 站 Bf<t+l， 
过 (全 人 二 (全 (全 人， 
册 外 ， 当 了 是 吾 上 可 测 函 数 时 ， 由 
BU = +ool = 站 EU > 吕 


瑟 ( = -oo) = 几 (1 < 一 可 


知 ， 瑟 (7 = +eo) 和 瑟 (f = 一 co) 都 是 可 测 集 ， 辐 理 有 
瓦 (了 > 一 oo) 再 (了 < +eo), 再 (了 = 月 ， VEtE 眉 
均 为 可 测 集 ， 


定 光 了 ,人 .入 设 吾 已 驶 ” 是 可 测 集 ， 五 |， 总 3 - ， 五 mn 是 石 的 互 不 
相交 的 研 测 子 集 ， 且 U 五 5 三 也 ， 全 1 2 是 常数 ， 称 五 上 范 数 


W(z) = >》 oaXEi(z] (2.2.2) 
1 一 1 


为 简单 函数 ， 特 别 地 ， 当 每 个 囊 是 怎 体 时 ， 称 %(z) 是 阶梯 函数 ， 
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定理 2.2.4 对 任意 可 测 集 妃 , 瑟 上 的 简单 男 数 是 可 测 的 . 
证 明 设 %z) = 2 2XR (9 不 失 一 般 忻 ， 设 oa < ee < 去 
on( 若 人 二 和 则 将 了 U 卫 ; 看 作 基 个 万 )， 因为 


也， 妆 世 区 人 1， 
也 
五 ( 史 > 二 U 机 妆 eo 扣 让 < CH 
3 一 二 1 
和 当 半 之 Gn， 


所 以 中 E 昭 (五 ). 
如 果 可 测 函 数 六 z] > 0 则 称 Az) 为 非 负 函数 ， 


定理 2.2.5 设 吾 CC 芭 " 是 可 测 集 . 则 ffz) 是 五 上 韭 负 可 测 函 数 
的 充分 必要 条 件 足 ， 存 在 号 上 的 非 负 简单 函数 列 {ex(2j}; 使 得 


0 苹 说 (入 划 人 区 仙人 三， 





in ktZ] 一 FT)， YYTE 瑟 ， 
证 明 假设 闻 基 吾 上 非 负 可 测 晒 数 ， 对 任意 正 友 数 上 及 了 = 
0.1 8 信 
了 十 1 
了 





配 , = 妊 ( 记 <1< 二 关 ) 玉 sr = EU > 月， 


则 { 忆 .是 互 椒 相交 的 可 测 集 ， 且 已 = UL 及, 构造 简单 数 


2 
和 (人 =》 基 Xec(e)， 
了 宇 
显然 有 瑟 RE) 扫 名 TD) 拉 于 


直面 证 明 im fr) 一 Ac YEE 吾 . 
若 me 五 ,使 Flxo) = +eo, 则 zone 丽 ar .所 愉 Etzo 三 太 下 


是 jlim 避 fro) 二 十 oo， 
站 一 Ca 
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若 flzroj < +ec, 则 存在 正 整 数 如 > 太 zo}, 十 是 当天 知 时 
HG -各 (zol= Fe 一 wzoj < 到 一 0 人 大 -oo 
因此 ,lim wxtzo) = Atzo). 
反之 , 设 fyxfz)} 是 非 负 简单 函数 升 列 ,是 Jim 必 (z) = 7(z) 骨 
对 任意 实数 二 吾 (wx > 二 是 可 测 集 ， 由 十 
五 (了 > 和 一 癌 吾 tk > 让 
故 ECf > 慷 是 可 测 集 . 因此 /是 妃 上 可 测 函 数 ， 


需要 指出 到 ”中 的 点 集 并 非 都 图 可 测 集 ， 勤 贝 格 本 人 时 就 认识 
到 这 一 点 ， 但 是 第 一 个 不 可 测 集 的 例子 是 由 意大利 数学 家 沃 尔 泰 拉 
(Volterraj 构造 的 ， 通常 在 一 般 的 实际 问题 中 ， 不 会 遇 到 不 可 测 集 . 
它 只 是 被 用 作 构 成 各 种 特例 ， 以 廓 清 某 些 命题 的 界限 ， 加 吹 对 这 种 测 
度 理 论 的 认识 ， 双 .] 的 位 4 给 出 了 一 个 外 测度 不 具备 可 加 性 的 集合 ， 
不 难看 出 它 是 一 个 不 可 测 集 . 用 同 翌 的 方法 ， 可 以 构造 许 许多 多 的 不 
可 测 集 ， 显 然 任 何不 相交 的 可 测 集 与 不 可 测 集 的 并 还 足 不 可 测 的 ， 因 
此 不 可 测 集 是 非常 多 的 .有关 种 不 同 的 度 莽 方法 来 比较 可 测 集 族 与 不 
可 测 集 族 ， 一 种 观点 是 基数 ， 一 种 观点 是 测度 ， 还 有 一 种 观点 是 用 所 
谓 的 “第 一 纲 集 “和 “第 二 网 集 ” (参考 附录 四). 若 用 最 后 一 种 观点 
来 看 ， 则 “大 多 数 ” 其 有 正 外 测度 的 点 集 都 足 不 可 测 的 ，【〈 见 Int' 
MTath， Educ， Sci，Techriol，198 呈 ，wDl.19. NO.2，31 生 一生 18. 

















82.2.2 ”可 测 函 数 的 基本 性 质 
本 小 节 讨 论 Lebesgue 可 测 函 数 的 一 些 基 本 性 质 . 


定理 2.2.6 若 /lz),9(z) 古 吾 土 的 可 测 盖 数 ， 则 cjftz)tr < 
了 )，ffzjglz) 昆 五 上 的 可 测 函 数 ， Alz) + 9(z) 与 flz)/sfz) 是 其 有 
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定义 的 集合 上 的 可 测 函 数 . 
证 明 若 c=0,cffz) = 三山 它 当然 在 已 上 可 测 . 若 ec > 9, 则 对 任 
意 忆 本 (cj > 姓 = 瑟 (> 所 是 可 测 集 , 若 c< 0, Bf(cj > 和 = 下 < 
是 可 测 集 ， 故 cffz) 是 召 上 可 测 荔 数 ， 画 数 FUz) + gz) 在 集合 
4 一 [百人 = om 五 = 一 oojU 区 引 = -comE(9 = ooj] 
上 上 无 定义 ， 而 4 是 可 测 集 , 故 +9 在 一 个 可 测 集 ( 即 妃 n4e ) 上 有 
定义 同 理 /9 亦 如 此 . 因此 证 明 其 可 猪 性 时 不 妨 假 设 它 们 在 忌 上 处 
处 有 定义 ， 对 任意 实数 志 由 分 解 
吾 (f 9> 和 一 避 吾 六 > 站 站 E(9 > 一 诈 
7E 忆 
知 ，+g8 在 姜 士 可 测 ， 
为 证 明 jz) 9) 在 互 上 可 测 ， 首 先 证 明 对 任意 了 E 铅 ( 五 ), 有 
P 产 (z) E 串 ( 杏 . 这 是 因为 对 于 任意 实数 二 有 
， <， 
吾 ( 疡 > 身 一 ， 
名 >vVUBU <-v，t>0 
其 次 , 因为 flz).g(z) = 了 (CAz)+8z 一 (Fo 一 go) 而 了 () 二 9(2) 
以 及 FAz) -98fz) 都 是 吾 上 可 测 柄 数 ， 所 以 Fo gfz) 在 瑟 上 可 测 . 
最 后 ， 由 
五 (9 > DA 一 eool， 三 小 
B 人 2 > 引 一 4 吾 (9<1 人 六 (8 >，t> 0 
Bt < TAUU 吾 人 > 站，t< 0 


可 得 1/gtz) 是 吾 上 的 可 测 函 数 ， 从 而 /zefz) 在 召 上 可 测 . 证 毕 ， 
结合 定理 2.2.6 与 定理 1.3.20 的 拓 广 ， 有 
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推论 ?2.2.7 设 瑟 CR 是 可 测 集 则 已 上 连续 函数 均 为 可 测 郴 
数 ， 即 C( 五 ) C 预 (五 ). 

定理 2.2.8 设 { 所 (zj)] 是 可 测 集 五 C Rn 上 的 可 测 函 数列 ， 则 下 
列 函 烤 ， 

( 力 Sup{ 六 (2 

(iaff 记 (9 

G) 耳 友人 

人 种 挛 加 
都 是 吾 上 的 可 测 函 数 . 

证 明 因为 YtE 民有 


(san{G] > +] 一 局 吾 ( 拓 > 站; 
让 信 六 (四 )) = 一 [直人 让 
mn 六 ( 他 ) 一 这 (ap 


jia 六 (区 二 一 im (一 天 (让 
丰 - 下 De 下 





则 


是 由 {Ffz)] 是 召 上 可 测 丽 数列 汪 (站 之 人 ( 缔 (二 
推论 2.2.9 设 {z(oj} 是 可 测 函 数 妃 上 的 可 测 关 数列 ， 上 且 有 
im 大人 = 大 zh 
则 Fez) 是 吾 上 的 可 测 函 数 ， 
前 面 已 经 证 明 ， 任 何 非 负 可 测 函 数 都 可 以 用 单调 递增 简单 王 数 和 逐 
点 道 近 .对 于 一 般 的 可 测 函 数 ， 可 以 证 明 也 能 用 简单 函数 列 来 逐 点 各 
近 ， 
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巨 工 可 测 函 数 flz) 可 以 分 成 如 王 正 部 和 和 负 部 : 

+(z) = maxfffz),0，， 广 (z) = minfffz),0]， (2.2.3) 
显然 

= 天 国产 人 He = 人 + 六 人， (22.4) 
由 定理 2.2.8 知 ， 六 (z), 广 (z) 都 是 非 负 可 测 函 数 ， 于 是 存在 单调 简 
单 函 数列 {pk(a) foxtz)] ， 使 wx(z) 一 并 (加 (z) 一 产 (z)， 所 以 
itz) - 吕 (z) -FLz) 由 于 两 简单 函数 的 差 仍 是 简单 示 数 ， 这 说 明 
1fz) 是 简单 函数 列 fpx - 炭 } 的 极限 ， 由 此 很 容易 得 到 下 面 的 性 质 . 


定理 2.2.10 若 豆 CR" 是 可 测 集 ， 则 互 上 实 值 函 数 Atz) 是 可 
测 的 充分 必要 条 件 足 ， (人 ,六 (z) 部 许 召 上 的 可 测 函数 ， 当 不 z) 
在 已 上 可 测 时 ，j|7(z)i 在 集合 下 上 也 是 可 测 的 ， 


现在 讨论 可 测 函 数 复 全 运算 的 可 测 性 问题 . 对 于 实 值 冰 数 了: 已 一 
及 来 说 ， 点 集 妃 J > 犁 = 广 : 5oc), 等 式 右边 的 集合 三: co) 是 画 
数 了 关于 区 亲 (# co) 的 原 像 集 . 由 定理 1.3.16 不 难 证 明 ， 了 在 召 上 可 
测 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 到 中 的 任意 一 个 并 集 @, 其 浙 像 集 三 !(G) 
是 订 测 的 还 可 证 明 ， 了 在 五 上 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 及 中 
的 任意 一 个 开 集 C, 其 原 像 集 广 :(G 足 瑟 中 的 开 集 . 

定理 2.2.11 设 Fiz) 足下 上 连续 函数 ，4fz) 是 及 " 中 可 测 集 五 
上 的 可 测 函 数 ， 则 复合 函数 

hz) = gfz)) 








是 妃 工 的 可 测 函 数 ， 

证 明 对 于 一 开 集 G < R， Ai(G) = 乒 (1(GJ)， 因为 广 !Q) 
是 灵 中 开 集 ， 所 以 由 9 的 可 测 性 知 ，9-1(7-(G)) 也 是 可 测 集 ， 这 说 
明 复合 函数 hz) 是 吾 上 的 可 测 函数 ， 
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定理 2.2.12 设 已 C Rn" 是 可 测 集 ， ffz),gfz) 十 互 上 两 个 国 
数 . 如 果 Fz] 与 gfz)] 在 吾 上 几乎 处 处 相等 , 即 存在 一 个 集合 EC 五， 
满足 ml) = 0, 使 得 邓 数 与 9 在 集合 吾 \ 男 上 处 处 相等 ， 则 当 其 
中 :个 在 召 上 可 测 时 ， 另 一 个 在 互 上 也 可 测 . 

证 明 很 设 flz) 可 测 , 则 对 任意 实数 六 集合 Bf > 与 是 可 测 集 ， 
由 上 上 达 ( 关 及 志 西 是 堆 测 集 ， 且 

户 ( > 肯 一 | 轨 ( 了 > 和 站 吾 ( 了 = 全 WU 区 了 关 凡 站 王 9 > 芭 ， 

放 集 合 已 (9 > 锋 是 可 测 集 妨 (/ > DOnB(f = 引 与 一 个 零 测 集 的 并 集 . 
它 当 然 可 测 . 


由 此 定理 可 以 看 到 ， 函 数 的 可 测 性 与 其 在 宅 测 集 上 的 取 值 无 关 ， 
国 此 ， 讨 论 耿 数 的 可 测 性 容许 在 任何 零 测 集 上 改变 其 值 ， 比 如 ， 对 于 


Dirichlet 函数 
Ptz) = 1 5 
1， 站 E 四 ， 
由 于 mf(Q) = 0, 故 可 以 在 人 上 重新 定义 五 的 值 ， 令 其 值 也 为 1 从 而 
得 到 新 的 函数 攻 (z) = 1. 函数 六 (z)] 与 Dirichlet 函数 P(z) 几乎 处 处 
相等 ， 所 以 Drz) 与 万 (z) 的 可 测 性 相同 ， 尽 管 吕 (2) 是 一 个 处 处 不 连 
续 的 函数 ， 但 它 与 常 值 函 数 辣 (z) 一 样 是 可 测 函数 . 


定义 2.2.13 设 有 一 个 与 点 集 百 C 到" 中 的 点 Y 有 关 的 命题 
Stzj， 若 对 于 除了 吾 中 一 个 零 测 集 以 外 的 每 个 =， 命题 S(z) 千 真 ， 
则 称 命题 Stz) 在 已 上 几乎 处 处 成 立 { 或 几乎 处 处 是 真 的 ), 并 简 记 为 
Sfzh ae 也. 当 已 = Rn 时 ， 则 简 记 为 S(z),a.e. . 





全 ae: 是 英文 almost everywbere 的 缩 呈 . 有 的 书 上 下 成 p.bp,， 这 是 法 玄 Presdur 
Partout 的 缩写 . 
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例如 ， = 9 a.e.[ 百 表示 了 与 9 在 吾 上 几乎 处 处 相同 ， 了 > 0, ae. 
表示 了 几乎 处 处 非 负 ， 1 用 < oo，a.e. 表示 了 几乎 处 处 有 限 . 

由 定理 2.2.6 和 定理 2.2.12 , 若 flzj,glz) 是 吾 上 的 可 测 函 教 ， 当 
F+9gf.g 9 在 玄 上 几乎 处 处 有 定义 时 ， 它 们 在 瑟 上 可 测 . 


8$2.2.3 ”测度 空 间 上 的 可 测 函 数 和 性 质 

在 讨论 了 Lebesgue 可 测 划 数 的 概念 和 其 基本 性 质 后 ,可 以 将 上 述 
理论 推广 到 测度 空间 上 ， 以 下 均 设 ( 避 天 ,m] 是 一 个 测度 空间 ， 当 说 到 
王 上 的 实 函 数 时 均 指 广义 实 函 数 . 


定 丸 2.2.14 设 了 是 三 工 的 实 函 数 ， 若 Yte 下 ,集合 天 (六 > 站 
是 于 可 测 集 ， 则 称 为 和 上 的 大 可 测 函 数 ， 简 称 可 测 函 数 . 


约定 以 吕 (, 开 ) 记 (, 天 上 的 大 可 测 函 表 的 全 体 , 简 记 为 98( 民 ). 
不 难 证 明 , 下 述 广 上 的 可 测 函 数 了 的 刻画 ， 它 是 定理 22.2 的 推广 . 

定 殖 3.2.15 设 上 是 可 测 集 三 上 一 个 实 函 数 , 则 以 下 条 件 等 价 ， 

(介子 E 对 ( 全 ) 

(人 YtE 到, 王 ( 六 > 习 是 可 测 集 ; 

(3) YtE 下 , X(f < 直 是 可 测 集 ; 

(vtERR, SF<a1 是 可 测 集 ; 

侈 ) 对 于 任意 开 集 @C 取 : 广 !(G) 与 XU = oo) 是 可 测 集 ; 

(6] 对 于 任意 闭 集 亚 C 到 : 广 区 本) 与 大 (= oo) 是 可 测 集 ; 

人) fr( 人 9) 六 (z) 都 是 Y 上 的 可 测 函 数 . 


与 欧 氏 空间 中 的 情形 一 样 ， 可 以 定义 蒜 上 上 的 简单 函数 


gtz) = 》 osXas(z)， 
4 一 工 
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其 中 aaaa an 是 常数 ， di,4a，… ,4n 是 地 中 互 不 相交 的 可 测 
集 . 于 是 壮 上 的 简单 善 数 均 是 可 测 函 数 ， 并 且 天 上 的 非 负 函数 是 可 
测 的 必要 充分 条 件 是 ， 它 是 一 列 非 负 人 简单 函数 的 极限 ， 可 测 函 数 空间 
涉 (X, 太 ) 有 以 下 性 质 . 


定理 2.2.16 若 /zj, gr) 是 二 上 的 可 测 冰 数 ， 则 cf(zr)(fc E 
了 )，f(z)g(z) 是 王 上 的 可 测 函 数 ， Fo TSgz) 与 fz)19(z) 是 其 在 有 
定义 的 集合 上 的 可 测 琐 数 . 


定理 2.2.17 设 { 疡 (oj} 是 天 上 的 可 测 函 数列 ， 则 下 列 函 数 ， 
( SR 和 
(2 半天 他 ) 
人 天 
(0 Ja 大人 (zj 
都 是 无 上 的 可 测 画 数 ， 若 
Uim 戎 (了 ) = Fa， 
虽 Fiz) 还 是 亏 上 的 可 沁 函 数 . 
一 般 测 度 空间 于 没有 拓扑 ， 因 此 没有 连续 函数 的 概念 ， 但 是 如 果 


半 是 一 个 拓扑 空间 ， 并 且 e 代数 是 由 全 体 开 集 生 成 的 ， 那 么 就 与 
欧 氏 空间 一 样 可 以 定义 芝 上 的 连续 函数 ， 


定义 2.2.18 设 { 基 ,A) 是 一 个 测度 空间 ， 同 时 亏 是 拓扑 空 
间 ， 并 且 e 代数 自 是 由 拓扑 生成 的 . 设 了 是 定义 在 式 上 的 实 函 数 ， 
ae 天. 若 对 于 任意 es > 0, 总 存在 包含 a 的 开 集 C, 使 得 当 zeE G, 有 
jFz) =- Fall < ce 则 称 在 点 = 连续 ，a 是 函数 太 的 连续 点 ， 换 句 话 
说 ，f 在 点 w 连 续 ， 只 要 Ye > 小 三 :Be(f(aj)] 是 开 集 - 铸 了 在 区 
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上 每 点 连续 ， 则 称 了 在 X 上 连续 ， 全 体 X 上 的 连续 表 数 记 作 C{X) 


连续 性 也 可 以 用 谭 列 极限 来 刻画 画 数 了 在 点 " 处 连续 的 充 要 莹 
件 是 ， 对 于 天 中 任何 收 伍 于 ea 的 点 列 {etj, 有 lim fire) = 天 a) 此 时 
连续 困 数 都 足 可 测 的 ， 即 C(E)C 电 ( 宝 )- 


定义 2.2.19 设 三 元 组 (X, 大 ,站 是 一 个 测度 空间 ， 8S(z) 是 一 个 
与 空间 匡 中 的 点 了 有 贡 的 命题 . 若 对 于 葵 了 志 中 一 个 疡 零 测 集 以 外 
的 等 个 , 命题 Sfz) 皆 真 ， 则 称 命 题 Stz) 在 【天 天, 由 上 正平 处 处 成 
羡 (或 几乎 处 处 是 真 的 ), 并 简 记 为 S(z) a.e. ; 当 需 要 指明 测度 A 时 ， 
就 说 S(z) R ae- 

例如 ， 上 一 外 1 ae. 表示 了 与 9 在 于 上 并 乎 处 处 相同 ， 了 宇 0 天 
ae. 表示 了 几乎 处 处 非 负 ， HU< ec ae 表示 了 几乎 处 处 有 限 : 
所 一 天 Hae 表 状 {} 玫 乎 处 处 收 黎 到 六 





习题 


1. 设 是 可 测 集 瑟 上 的 可 测 函 数 ， 证 明 : vt 集合 已 CF = 和 上 
可 测 集 . 

2. 设 了 上 是 可 测 集 吾 上 的 实 值 函 数 , 证 明 / 在 吾 上 是 可 测 的 当 且 
仅 当 对 一 切 有 理 数 m BE(f > 站 是 可 测 集 ， 

3. 设 了 是 可 测 集 已 上 的 可 测 函 数 . 证 明 : 对 任意 开 集 CC 民 ， 
FLG] 是 可 油 集 ;对 任意 到 中 团 集 已 ， 扩 1 是 可 测 集 . 

4. 设 AEClR"). 证 明 :， 了 在 到 "的 任何 可 测 集 马上 都 可 测 ， 

5. 设 了 旦 到 上 的 可 测 函 数 , 证 明 对 于 Ya e 到, Faz] 仍 是 取 上 上 的 
可 测 冰 数 . 

6. 设 /是 可 测 集 巨 上 可 测 函 数 ， 证 明 [ffz)j 也 是 已 上 的 可 测 
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数 . 
7. 设 上 是 下 上 可 测 函 数 ， 证 明 Flz5)， FL)( 当 工 = 0 时 规定 
fl0) =D 都 是 及 上 的 可 测 冰 数 . 
8. 设 了 是 [@ 上 郴 数 , 若 了 在 任意 闭 区 间 [ww8l(e<a<8< 昌 
上 可 测 ， 证 明了 在 [e. 引 上 可 测 ， 
9. 设 产 (2 是 瑟 上 的 可 测 画 数 ， 五 (7 > 0) 是 可 测 集 ， 证 明 /z) 
是 五 上 的 可 测 函 数 ， 
10. 若 了 在 [ 引 上 可 微 ， 让 明 F(z) 可 测 ， 
11. 令 已 = U 瓦 ,{ 已 } 是 豆 不 相交 的 可 测 子 集 ， 给 定 妃 上 的 函 
数 7z). 试 证 明 1 E 织 ( 五 ) 的 充分 必要 茶 件 是 六 E 著 ( 百 站) = 12 
12. 若 fr) 是 可 测 集 百 和 瑟 土 的 非 针 可 测 函 数 ， 证 明 乒 也 足 
局 UE 了 上 的 非 全 可 测 末 数 . 
13. 设 了 是 有 限 可 测 函 数 ，9 : 开 僵 到 单调 , 证 明 复 合 函 数 9f7o)) 
可 测 . 





给 定 可 测 集 中 上 的 有 限 可 测 函 数 万 , 疡 ， 若 9e CC 了 2) ,证明 

?Pt 天 (四 ) 是 可 测 琐 数 . 

15. 设 二 元 函数 Fr,g) 关于 zz 可 测 ， 关 于 2 连续 ， 证 明 elz) = 
ja 开胃 可 测 ， 

16. 设 互 CRBa 是 紧 集 ， 五 CCfB, 证 明 efz) = so) 可 测 ， 

17. 设 mm(B) < co, 了 是 已 上 的 几乎 处 处 有 限 的 非 负 可 测 秋 数 . 
证 明 ， 对 士 任意 s > 0, 存在 闭 集 产 C 吾 . 使 得 mm( 百 \ 本 <， 而 在 下 
上 ，Fz) 有 六， 

l8. 设 了 是 可 测 集 已 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 冰 数 ， re(E) < oo 
证 明 ， 对 于 任意 的 = > 0, 存在 已 上 的 有 限 可 测 范 数 gfz) ， 使 得 

TR( 达 (他 一 外 > 0 二 <. 
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19. 设 Arz) 与 gz) 是 (0,1) 二 的 可 测 函 数 ， 且 对 任意 的 t+E 中 有 
rm ES 101) 革 一 mlfzet0ilglz) > 全) 
{ 即 互 为 等 可 测 郴 数 ). 若 ffz] 与 gz) 都 是 单调 下 降 昌 左 连 续 的 画 数 ， 
证 明 
FT 一 帮 F] 划 <7<1 
20. 设 mm( 百 ] < co, FE g( 瑟 ), 定义 函数 
的 = ma( 吾 (> 站) 
证 明 :， 9 外 是 递减 右 连 续 范 数 ， 且 几乎 处 处 左 连 续 ， 
21. 给 定 开 集 G CR ， 谱 了 上 是 如 于 的 函数 , 证明， 了 在 G 上 
连续 当 且 仅 当 对 于 vt E 了 点 集 G(7 > 六 G(CA < 姓 都 是 肉 点， 
“22. 设 了 是 可 测 函 数 ， 吾 < 民 : 可 测 ， 证 明 广 !(B) 未 必 可 测 ， 
23. 证 明 可 测 函 数 的 复合 函数 未 必 可 测 ， 


82.3 Lebesgue 可 测 范 数列 的 收 系 性 


本 节 讨 论 Lebesgue 可 测 函 数列 的 收敛 问题 . 将 引进 郴 数列 的 一 至 
收敛 、 几 乎 处 处 收敛 ， 以 及 依 测度 收敛 三 种 概念 ， 并 且 讨 论 这 三 种 收 
人 敏 性 的 关系 ， 这 三 种 可 测 函 数列 的 收敛 性 有 强 弱 之 分 - 由 可 测 函 数列 
的 一 玫 收 敛 性 能 推 得 该 函数 列 几 乎 处 处 收 伍 ， 由 有 界 可 测 集 上 的 可 讽 
函数 列 的 几乎 处 处 收 伍 性 能 推 得 该 函数 列 依 测度 收 仿 ， 由 此 可 见 ， 可 
测 函 数列 的 一 致 收 伍 性 是 三 者 中 最 强 的 收 熏 性 ， 而 依 测 诬 收敛 性 则 是 
三 者 中 最 弱 的 收敛 性 ， 本 节 将 介绍 的 叶 世 罗 赤 (Egorov) 定理 和 Riesz 
定理 是 有 广泛 应 用 的 定理 ， 它 们 将 一 种 弱 的 收 伍 性 与 比 它 强 的 收 和 伍 性 
联系 起 来 ， 给 出 两 种 收 伍 性 之 间 的 关系 ， 事 实 上 ， 实 变 函 数理 论 中 可 
测 函 数列 的 收 笋 性 还 有 很 多 种 ， 本 节 介 绍 的 是 最 基本 的 三 种 收 伍 性 . 
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82.3.1 可 测 函 数列 的 几乎 一 致 收敛 与 几乎 处 处 收敛 性 


定义 2.3.1 设 天 m), 态 人) 户 (2) 天 (人 )，…… 是 定义 在 点 集 五 
上 的 实 绅 函数 . 车 对 于 任意 = > 0, 存在 天 E 钙 使 得 对 于 任意 左 站， 


任意 r < 五 有 
| 闷 (z) -Fe < 


则 称 { 产 (z)} 在 吾 上 一 致 收 敏 到 户 记 作 产 一 了 或 大 全 了 (其 中 
表示 一 臻 (uniform)). 

设 已 是 可 测 集 . 若 Y6> 0 3 丽 C 叫 使 得 mRNA 下) < 站 在 环 
上 严 < 户 则 称 { 志 (四 在 吾 上 几乎 一 致 收 伍 到 亡 记 作 产 二 了 (其 
中 au. 表示 几乎 一 至 (almostly uniform)). 


显然 , 若 不 一 f 则 { 太 (下 )] 点 点 收 策 于 捧 z) 若 【不 (z)] 是 可 
测 集 瑟 上 的 可 测 函 数列 ， 则 fx) 也 是 可 测 函 数 ， 


定 丸 2.3.2 设 太太 的 ,六 (zj 是 定义 在 点 集 
瑟 CRn 上 的 广义 实 值 函 数 . 车 存在 召 中 点 集 了 ， 有 mm(2) = 日 ， 及 
对 每 个 元 素 ze 妃 \2, 有 lim 大 (z) = Az) ， 则 称 {7k(z)} 在 己 上 拖 
乎 处 处 收 敏 于 Fa), 并 简 记 为 志 六 ae[ 四 或 严 29 下 


显然 , 若 { 记 (加 } 还 是 可 测 集 已 上 的 可 测 函 数列 , 则 极限 函数 f(z) 
也 是 可 测 函 数 ， 易 见 当 户 as 了 时 有 头 -二 六 ae.[ 同 ， 


定理 2.3.3( 叶 萎 罗 夫 定 理 ) 设 六 om), 广 人 2) 户 ( 四 :六 (zz 是 
可 测 集 妃 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 范 数 集 ， 并 耳 mm( 本 < ooe .着 疡 一 
ae-[ 本 , 则 世 (zi 交 平 一 致 收 敏和 手 az) 

证 明 因为 1 
dim 大 人 z) = flz) > yeN3JeRN 当 了 > 可 使 1P(e) - 交 zjl< 
用 集合 来 猪 述 ， 有 


78 ”第 二 章 Lebesgue 测度 





zefze 避 in 万 (一 AD] 
< 一 ze 入口 和 fs 下 访 G- Al< 31/A， 
天 一 1 一 1 一 了 十 1 


即 
te 司 磊 二 用 = 个 本 用 < 有， 


Ge 避让 w 朋 = EN 育 各 4 用 < 


= 了 昌 天 醋 户 - 才 > 有， 
二 15-oo 


简 记 五 ( 产 一 六 = 他 和 再 六 一 及 天 站 = 一 放 - 
国 为 ma( 芋 ( 户 妆 门 )=0, 几 YY8 由 推论 2.19. 以 及 mm) < ac 有 


5 二 一 】 
Di os B46 -HL 为) = 而 adp -> 动 = 
给 定 5 > 0, 可 依次 到 出厂 < 五 < -使 得 
on 人 U 本 方 - 群 > 了 < 二 (RE 了 ). 
JJ 一 由 2 
令 配 = 和 有 7- 和 <1/ 则 
天 一 1 了 一 .中 


BE\ 画 = 癌 U BE( 廊 一 川 > 17 昌 ， 
局 


由 环 的 定义 ， 可 以 看 出 ， 当 了 < 醒 ,7> 天 时 
| 方 (四 一 天 了 | 二 1， 天 一 1 2， 
可 兄 在 本 上 上， 所 = 因此 { 产 } 几乎 一 致 收 化 到 地 
注 _ 叶 成 罗 夫 定理 中 的 条 件 只 { 书 ) < ee 不 能 去 掩 .例如 考虑 可 测 
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函数 列 大 1) 一 Xito [zh 卫 EE (0 十 coh 此 一 1 2 四 它 在 (0, 二 oo) 上 点 
点 收 伍 于 函数 ffz) 三 二 但 在 (0, +ce) 中 的 任意 有 限 测度 集 的 余 集 上 
均 不 一 致 收 伍 于 Fr) 三 于. 


例如 考虑 定义 在 已 = [o,1 上 的 函数 列 大 Cz) = 17G + jz) 风 
六 ta 在 巨 工 点 点 收敛 到 卫 数 
/= 必 
0， 芝 了 莹 1. 
显然 { 及 } 在 0.1] 上 不 一 致 收敛 到 六 但 对 于 任意 5> 0 {A 在 区 
上 一 致 疏 伍 到 乒 


82.3.2 ”可 测 函 数列 的 依 测度 收敛 性 


对 于 可 测 函 数列 来 说 ， 仅 用 几乎 一 致 收敛 和 区 乎 处 处 收 敏 性 来 刻 
画 它 的 极限 是 不 够 的 ， 考 虑 如 下 的 例 . 


例 在 区 间 [0,1) 上 构造 函数 列 { 廊 (z)} 如 下 : 对 于 Re 存在 

唯一 的 自然 数 和 使 得 天 = 天 十 太 其 中 0<7<25 念 
灰 {z) = X[ 二 ,2)， 下 二 12 xzEI01， 
枉 意 给 定 so E fn,1), 对 于 每 一 个 自然 数 东 有 上 县 仅 有 一 个 j, 使 得 ro E 
[过 ,起 ) 数列 {(zo)) 中 有 无 穷 多 项 为 1, 有 无 穷 多 项 为 0. 由 此 可 
知 ， 函 数列 { 灰 (o} 在 [01 上 点 点 不 收 禹 .因此 ， 仅 考虑 点 收 急 ， 将 
得 不 到 任何 信息 . 然而 仔细 考察 数列 { 瑚 (zo)}, 虽然 它 有 无 穷 多 个 1 出 
现 ， 但 是 在 “频率 ”意义 下 ，0 却 也 大 其 出 现 ， 这 一 事实 可 以 用 点 集 
测度 语言 来 刻画 ， 只 要 大 足够 大 ， 对 于 任意 0 < < < 1 点 集 
ftzeioHllpe -ol> 革 = 世 EfoblAa= 二 = 区, 污 ) 
的 测度 非常 小 ， 事 实 上 
mi(fz e [1 六 (z) -中 <) = 172: 
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这 样 对 任 给 > 0, 总 可 取 到 io, 也 就 是 取 到 io, 使 得 当天 > i 时 ， 有 
7 全 二 [0, 1 | 六 人 -0< ch>1- 朱 

其 中 2-5 < 6 这 个 不 等 式 说 明 ， 对 于 充分 大 的 太 出 现 8 的 “频率 
接近 1. 我 们 将 把 这 样 一 种 现象 称 为 函数 列 {F(z)} 在 区 间 [o,D 上 依 
测度 收 伍 到 零 通 数 ， 并 将 它 抽 象 成 以 下 的 定义 . 

定义 2.3.4 设 /az), 记 (), 户 (天 CD) 是 可 测 集 吾 上 几 
乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ， 若 对 于 任意 给 定 的 < > 0 , 有 

jim m(B( 大 一 用 >6)=0， 

则 称 { 庆 (z)} 在 互 上 依 测度 收敛 到 函数 ffz). 记 为 六 -加 


定理 2.3.5 若 丽 数列 { 记 (z)] 在 吾 上 依 测度 收敛 于 通 数 ftz) 与 
gfz) , 则 Fa) 与 gfz) 几乎 处 处 相等 ， 

证 明 ”因为 

1o-g(zjl < le) - 产 (z1+ | 六 (az) -gfzjl， ae.[ 辐 ， 

所 以 对 于 任 给 = > 0, 有 

吾 (一 外 > 引 CB 一 有 >e2uB(9 -大 |>e/2)，ae 本 | 
但 当天 -oo 时 ， 上 式 右 端 点 集 的 测度 趋 子 零 ， 从 而 得 

mt(B( 一 引 > e)) = 0. 

由 e 的 任意 性 ， 可 知 ftz) = gfz)， ae.[ 可 ] 


这 个 定理 指出 ， 在 函数 几乎 处 处 相等 的 意义 下 ， 依 测度 收 和 伍 的 极 
限 是 唯一 的 . 

有 挫 依 测度 收 伍 的 定义 可 以 看 出 ， 其 要 点 在 于 点 集 fr e 豆 ||A(z) 一 
ffz) > <] 的 测度 随 着 下 指标 大 趋 于 无 穷 而 趋 于 零 ， 而 且 不 论 此 点 集 
的 位 置 状态 如 何 ， 注 意 到 几乎 处 处 收敛 则 是 函数 列 的 和 逐 点 收敛 ( 尽管 
要 除去 一 个 零 测 集 ),， 因 此 它们 是 很 不 相同 的 收 敏 概念 , 下 面 讨 论 两 者 
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的 联系 . 
定理 2.3.6 设 函 数列 { 刀 (fr)) 是 可 测 集 互 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 
测 函 数列 且 mm( 忆 ] < oo, 若 1 所 (并 在 所 上 几 平 处 处 收敛 ， 则 { 产 人] 
在 互 上 依 测度 收敛 于 同一 杖 限 函 数 . 
证 明 在 可 测 集 吾 上 ，{ 产 (2)} 几乎 处 处 收 伍 ,又 mm( 吾 ) < oo. 由 
时 区 机 夫 定理 各 ，{ 疡 (ze 在 吾 上 几乎 一 致 收 艇 . 记 概 限 画 数 为 关 z}， 
下 面 证 明 几 乎 一 致 收 人 请 性 必 有 依 测 氏 的 收 伍 性， 对 于 任意 5 > 0， 
存在 丙 和 吾 m( 忆 \ 画 ) < 和 在 古 上 ， 六 一 六 于 是 对 于 任 给 的 
ED 0 3 下 E 到 当天 > 五 ,有 
| 人 0) 一 下 本 本 
故 殖 (| 声 一 川 > 司 EC 吾 \ 珊 ,mm 人 ( 吾 (| 严 一 用 袜 引 ) < 和 从 而 
< 夯 mlB( 赤 -月 >9 芭 6 
由 了 的 任意 性 ， 令 5 一 0, 即 得 
dam， 7 及 人 | 产 一 用 之 扩 ) 一 0 


定理 2.3.7(Riesz 定理 ) 设 ffz),{ 产 (z} 是 可 测 集 互 上 几乎 处 
处 有 限 的 可 测 函 数列 ， 若 { 瑚 (z)} 在 马上 依 测度 收敛 于 flz), 则 存在 
子 列 { 太 (ze)}, 使 得 
Jim As (z) = Flz)， ae.[ 同 ， 
证 明 因为 {AA(z) 在 巨 上 依 测度 收 伍 于 及 对 等 个 自然 数 可 
取 到 操 , 使 得 当 了 > 久 时 ， 
ma 太一 天 > 1129) < 1/25 
记 杞 = {fee 刀 | 杀人 加 一 Fl> 1729, 则 
Ta( 吾 ) < 172:. 
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令 S= 站 曲 态 , 易 知 m(S)=0 若 ze 瓦 但 xzE5, 则 存在 让 使 得 
= 必 


1 
攻 反 五 邱 i. 
出 
从 而 当 ;i > 时， 有 | 产 ,(z) 玫 zi< 1I72. 因此 { 太 在 集合 瑟 \S 上 
点 点 收 伍 . 
类 伏 于 (点 ) 收 敏 列 与 基本 列 的 关系 ， 对 于 依 测度 收 和 伍 列 岂 有 同 
样 的 概念 与 结论 . 
定义 3.3.8 设 { 闵 {z)} 是 可 测 集 吾 上 开平 处 处 有 限 的 可 测 喝 数 
列 ， 对 任 给 的 > 以 有 
im_m(B(A 一 前 >)=0， 
则 称 {A 人 zz) 是 五 于 的 依 测 庶 基 本 别 . 
定理 2.3.9 设 {frtz)] 是 可 测 集 互 上 几 子 处 处 有 限 的 可 测 函 数 
列 ， 则 { 坟 他)} 是 依 测度 收敛 的 充分 必要 条 件 挟 ， 它 还 是 依 测度 基本 
列 ， 
证 明 设 { 六 tz 让 在 吾 上 是 依 测度 收 侣 的 . 由 于 
吾 人 | 产 一 着 衬 二 和 旦 大 一 用人 引 /2U 吾 (| 下 一 开关 /2 
?至 (| 真一 硼 衬 后) 苹 王 ( 吾 ( 人 天 一 月 有 2) 十 可 人 下 一 天 宇 EA2， 
令 8 全 2c, 即 得 

















lim 五 (| 产 一 下 人 本 = 有 0. 
到 汪 一 20 





友之， 设 1 请 } 在 巨 上 是 依 测度 基本 列 ， 对 每 个 自然 数 刘 可 取 避 , 使 
得 当 7 关 及 时 ， 右 
了 0 可 (| 疡 一 着 袜 1727)) <<172 
不 妨 设 和 < Ri 念 
及 二 百 (H 一 大 过 12， 了 2 
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则 m( 瑟 ) < 2 仿 
s- 过 及 = 站 UUR， 
易 知 mm(S) = 0. 若 ze 已 \S, 则 存在 订 使 得 zeE 巨 \ 局 记 , 从 而 当 
6 时， 有 | 所 sa 一 友人 | < 2 ， 由 此 可 知 , 当 ! 之 了 时 ， 有 有 
站- 大 DI< 雹 
这 说 明 级 数 一 
大 加 + 一 友 加 


让 一 1 
在 百 \S 上 尾 绝 对 收 敏 的 ， 记 和 末 数 为 ftz), 则 F(z) 是 已 上 用 乎 处 处 
有 限 的 可 测 函 数 ， 因 地 { 大 Co)} 在 六 上 几乎 处 处 收 敏 到 7(z) 此 外 ， 
易 知 ff)} 在 集合 已 \ 避 上 是 一 致 收 伍 于 fz) 的 ， 由 于 


(下 < 
赦 { 记 (在 吾 上 ， 几 乎 一 致 收 伍 于 /rz), 于 是 { 六 ,(z 在 互 上 依 
测度 收 伍 卫 ffz). 
最 后 ， 由 不 等 式 
EL( 吾 人 | 产 一 用 全 后 区 ( 吾 人 闫 一 起 | 站 2 十 (下 个 央 一 用 衬 < 
可 得 
uiaa ma(E(l 关 诈 >c)=0 


82.3.3 ”可 测 珊 数 与 连续 范 数 


可 测 基 数 与 连续 丽 数 有 着 密切 的 关系 . 这 种 关系 揭示 了 可 测 函数 
的 构造 ， 成 为 研究 可 测 函数 的 有 效 手段， 
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定理 2.3.10[ 鲁 金 定理 ) 设 J(z) 是 可 测 集 豆 上 的 几乎 处 处 有 限 的 
可 测 函 数 , 则 对 企 给 5 > 0, 存在 五 中 的 一 个 闭 集 所 满足 ml(EAEJI<8 
司 得 ftz) 是 上 的 连续 函数 . 
证 明 不 妨 假 定 大 zy 是 处 处 有 限 的 ， 这 是 因为 
ma{( 吾 (|7| = +oo)) = 0. 
首先 ， 考 虑 Ffz) 是 简单 函数 的 情形 ; | 
上 


FIz)] 一 了 eaXB 人 zh TrE 瑟 一 U 五; 


1 一 1 4 一 二 


此 时 ， 对 任 给 5 > 0 ， 以 及 每 个 及 ， 存 在 闭 集 玉 c 马 ， 使 得 

mm 有 \ 丽 ] < 5AL 
又 jz) 在 每 个 五 上 上 是 常 值 画 数 ,， 改 是 玉 上 的 连续 函数 . 而 下 … ,如 
互 不 相交 ， 因 此 /7z) 在 闭 集 


上 是 连续 函数 ， 而 且 mm( 五 天) = 站 和 (瑟瑟 ) < 他 


:一 


其 次 ， 考 虑 ffz)] 是 一 般 可 测 函数 的 情形 .由 于 可 作 变 换 


本 
9 一 1 


不 妨 设 Frz) 是 有 界 可 测 函 数 , 于 是 存在 可 测 简 单 冰 数 列 fpkfz)} 在 王 
二 一致 收 艇 于 Fe)( 克 本 节 习 题 中 第 1 题 ])， 对 任 给 5 > 0 以 及 呈 人 7] 
构造 已 中 闭 集 及, 使 得 mm 瑟瑟 ) < 8/ 且 {eonz 在 球 上 连续 ， 
令 下 = 内 下 C 囊 
友 二 工 
则 ma( 杰 AP) < 们 六 (本 \ 成) <6. 因为 每 个 fox(z)} 在 到 上 都 是 连续 
天 一 1 


的 ， 由 一 致 收 伍 性 ， 易 知 Fiz) 在 顾 二 连续， 
推论 2.35.11 若 ffz) 是 可 测 集 吾 C 型 " 上 交 乎 处 处 有 限 的 可 测 
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画 数 ， 则 存在 了 ”上 的 连续 函数 列 {9fz)j, 鸽 19ktz)} 在 五 上 几乎 处 
处 收 敏 到 ff(z). 
证 明 由 鲁 金 定 理 知 ， 对 任 给 5 > 0, 存在 闭 集 已 C 五, 满足 
ma 可 NA) < 人 

使 得 fiz) 在 五 上 连续 ， 根 据 下 述 引 理 2.3.12, 存在 Rn" 上 的 连续 函数 
gfz), 使 得 在 已 直 有 Flz) = gr) 于 是 对 于 任意 上 自然数 忆 存 在 慌 " 上 
连续 函数 gs(tz), 使 得 

了 ( 克 ( 了 关 g)) < 2 
令 

9 一 im 五 (了 天 8) 
易 知 mm(9) =0. 而 己 \3= Ji = 外), 且 在 集合 吾 \S 上 有 被 限 
dim_ gzt) = 疙 2) 因此， 各 个 访 ac] 成 立 ， 














引 理 2.3.12 设 斑 忆 Rn 是 一 个 非 空 闸 集 , 函数 fiz) 是 已 上 的 连 
续 函 数 ， 则 存在 到 " 上 的 连续 函数 gf(z), 使 得 9 = 六 且 su | 一 
St 7 (| 


该 引 理 是 有 名 的 Tietze 扩张 定理 的 特殊 情形 ， 其 证 明 可 参考 附录 


如 果 说 ， 定 理 2.2.5 以 及 它 的 推论 表明 可 测 函 数 其 实 非 常 接近 寺 
简单 函数 ， 那 么 铺 金 定理 则 表明 ， 在 一 定 意 义 上 ， 到 :' 上 的 可 测 画 数 
实际 上 很 接近 于 连续 函数 ， 准 确 地 说 就 是 下 述 推论 . 

推论 2.3.13，” 设 Fz) 是 可 测 集 互 上 几乎 处 处 有 限 药 亚 数 . 则 六 ?7) 
可 测 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 互 了 连续 函 数 序 列 fortz)} 使 得 {8} 
几乎 处 处 收获 到 上 
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82.3.4 测度 空间 上 可 测 函 数 的 收敛 性 

定义 2.3.14 设 (已 天 ,站 是 一 个 测度 空间 , 设 疡 户 色 = 2…) 
是 基 上 中 几乎 处 处 有 限 的 可 测 卫 数 ， 

(1) 给 定 4E 和 天 若 Ye>03w>ylh 使 得 wmn> wNvYzEd 有 
| 声 ( 站 一 Fo < 5 则 称 范 数列 { 六 在 4 上 一 致 收 伍 于 六 记 作 在 4 
上 廊 一 j/ 

人 若 w5>u 了 CS 使 得 的 < 赤 在 A 上访 一 天 则 
称 阴 数 列 { 记 ) 在 生 上 几乎 一 致 收 部 于 扩 记 帮 态 一 下 只 an 

(3) 车 Ye>D 当 一 oo 时 ， 有 AI 人 和 一 有 >6 一 0, 则 称 函 
数列 { 户 } 在 所 上 依 测度 号 收敛 证 函数 疡 记 作 态 -低下 


上 还 定 义 中 各 种 收效 性 的 极限 函数 是 唯一 的 显然 一 致 收 伍 是 最 
强 的 , 它 草 会 点 点 收 和 你 、 几乎 处 处 收 和 化, 以 及 依 测度 疡 收 仇 .Lebesgue 
可 测 表 数列 的 收 钱 性 质 可 以 平行 拓 广 到 名 ( 了 ,天 及 从 表 商 上 看 ， 似 
乎 “几乎 一 致 收 敏 ” 应当 强 于 “几乎 处 处 收 策 *， 人 但 是 在 天 有 有 限 测 
床 时 ， 由 王 列 定理 可 知 两 者 实际 上 互 丰 等 价 ， 


定理 2.3.15 没 (, 生 ,站 是 一 个 测度 空间 , 设 广 广 人 = 1 2 ) 
是 天 上 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 末 数 . 

由 车 疡 一 站 Fa 则 疡 汪 太 由 ae;i 必 之 ， 若 风 辣 ) < oo 
万 一 天 Aae 则 访 一 玫 Aau( 后 者 即 叶 蕊 加 夫 定 理 ); 

人 若 声 一 六 Rau 则 太太 反之 , 若 户 全 户 则 函数 列 
{ 访 } 有 一 个 子 列 几 平一 致 收 全 于 F( 后 者 即 Riesz 定理 ); 

(3) 若 户 全 记 则 函数 列 { 户 } 有 一 个 子 列 玫 乎 处 处 收敛 于 天 几 
即 Riesz 定理 ) 车 USE < eco 太一 六 本 ae 则 访 于 
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习题 


1. 设 ffz) 是 可 测 集 马上 有 界 可 测 函 数 . 证 明 存 在 可 测 简单 函 数 

列 fpn(z}，, 使 得 jpn(o < ft 站 县 
im Sen 人 一 所 z= 0 

2. 设 ffz) 是 可 测 集 马上 可 测 函 数 , 证 明 存 在 可 测 函 数列 { 关 (zj， 
每 个 疡 (z) 只 取 可 数 个 值 ， 且 在 百 上 天 一 上 

3 设 { 所 (可 } 是 [wa 眉 上 处 处 有 限 可 测 函 数列 . 证明 存在 正 数列 
{ean}, 使 得 

im em 有 (T) 一 0， ae:([a. 人 1) 

4 设 { 闵 (zj} 是 可 测 储 召 上 可 测 函 数列 ， 上 a( 忆 ) < oo. 证 表 集 合 

列 { 碎 ftz 计 在 吾 上 几乎 处 处 收 伍 到 0 的 充分 必要 条 件 是 ，Y< > 册 ， 
Ji B( sup 。 | 六 (| 衬 =] 一 0， 

5. 设 fa 太 (o) 产 (相关 (9 是 可 测 集 忆 上 的 可 测 函 数 ， 
旦 { 丰 (在 吾 上 郊 乎 -- 致 收敛 到 坟 证 明 {fxte] 在 召 上 郊 平 处 处 
收 妆 到 寺 

6. 设 Fo 四 ,fa 是 ia 本 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 集 ， 且 有 
声 全 天 ae[ 到 ,证 明 存 在 盏 c [@, 切 ,nm = 1 2 ,使 得 

mlab 岂 B) =0， 

而 在 每 个 集 囊 , 工 有 疡 一 了 

7. 给 定 [0, 划 上 可 测 函 数列 { 太 :(o]}. 车 对 每 一 个 上 E 本 函数 列 
{ 闷 io]e 在 [0,1] 上 儿 和 卑 处 处 收 敏 于 函数 列 { 灰 (又 【产地 计 在 
[0, 和 ] 上 几乎 处 处 收敛 于 函数 ffz). 证 明 在 函数 列 【六 (2)} 中 可 抽出 
子 列 { 记 人 jj 在 Io 熙 上 几乎 处 处 收敛 到 Fa 
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8. 设 廊 (z) 是 可 测 集 百 C 到 " 上 几乎 处 处 有 限 可 测 函 数列 ， 证明 
存在 点 集 4 < 已 有 mm(U 4) = mm( 匡 )、 在 每 个 集合 4k 上 函数 列 
{ 访 } 一 致 有 界 ， 

9. 说 Hz [不 他 让 是 王 上 志平 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ，mma{ 五 ) < oo， 
若 在 {fi(z)} 的 任意 一 个 子 列 { 太 zj 中 均 存 在 几乎 处 处 收 伍 于 所 z) 
的 子 列 【 户 ,， (了 7)}, 试 证 明 孙 数列 【A(z 让 在 吾 上 依 测度 收 倒 于 天 2 

10. 设 可 测 浮 数列 { 庆 (人 2) {exfz)) 在 可 测 集 妃 上 合 测 度 分 别 站 
误 下 Fe) cz 证明 { 庆 十 在 五 上 依 测度 收 和 分 十 了 二 你 又 若 

Ti ] < oo， 
证 明 户 ( 四 :名 们 在 五 上 傅 测度 收 敏 于 7Fz) .9(z)， 

11, 设 { 户 } fo) 足 可 测 集 吾 上 的 可 测 阴 数列 ， { 记 在 五 上 依 
测度 收 各 到 六 {gn 在 王 上 上 依 测度 收 北 到 9 若 

TH 百 ) 二 oo， 
{egnafzjj;gftz) 在 瑟 荆 几乎 处 处 不 为 0 证 明 { 记 (zjAontz 让 在 吾 工 依 测 
度 收 伍 到 FIz)VA9(2z)， 

12. 设 { 记 } 在 可 测 集 吾 上 依 测度 收 误 和 于 也 若 存在 常数 下 ,Yi 
有 | 户 ( 思 | 二 站，ae[ 酌 ,证 明 ， (| < 下 ae:[ 正 

13. 设 Am{ 记 (Ce)} 是 可 测 集 吾 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ， 证 
明 { 坟 te 在 王 了 上 依 测度 收 训 于 太 z)] 的 充分 必要 条 件 是 

im inf{a 十 了 m( 吾 (| 六 一 用 > oa 二 0 

14, 设 { 六 (zj Ffz) 是 可 测 集 吾 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ， 旦 
在 囊 上 { 六 } 几乎 一 致 收 生 到 六 证 明 { 六 } 在 互 上 依 测度 收 伍 到 同一 
个 函数 . 

15. 假设 { 六 :ze)} 是 可 测 集 吾 C 及 工 可 测 函 数列 ， 若 对 于 每 个 

一 1 2. ,1{ 产 :zj 在 百 上 上 依 测度 收 伍 到 天 数 产 (z ， 六 [1 大 他 ]} 








42.3 Lebesgue 可 测 函 教 列 的 收 八 性 全 





在 互 上 依 测度 收 伍 到 画 数 ffz)] ， 证 明 在 函数 刚 { 产 :(z)]2i-i 中 存在 
子 列 在 三 上 依 测度 收 笋 到 扩 z). 

16. 设 在 [wo 如 上 可 测 函 数列 { 严 (2)} 依 测度 收 敏 到 Fr) 而 92) 
是 月 上 连续 函数 ,证明 复合 画 数列 {9( 关 (2 在 [可 荆 依 测度 收敛 
于 gf) 

17. 在 f,r] 上 定义 画 数 户 {z) = msinzAl+mzsin z). 对 于 给 定 
的 5 > 0, 找 出 叶 戈 罗 去 集 瑟 , 使 得 在 素 上 访 一 致 收 敏 . 

18. 设 ffz) 是 可 测 集 互 C 丽 " 上 一 个 函数 , 且 对 于 任 给 的 6 > 0， 
存在 互 中 的 闭 集 玉 有 m( 有 BA 本 < 6 使 得 Hz) 在 只 上 连续 ， 证 明 
ffz) 在 吾 上 可 测 ， 

19, 没 { 太 (z)} 是 可 测 集 吾 上 的 正 倘 可 测 函 数列 ， 且 mm( 瑟 ) < oo 
若 { 扩 } 在 吾 寺 依 测度 收 敏 到 Fe), 对 任意 ae > 0 证 明 作 六 (z))} 在 
吾 上 依 测 度 收 和 敛 到 函数 (7(z))*. 

20， 没 ffz) 是 及 上 有 界 函 数 ， 证 明 存 在 及 上 几乎 处 处 连续 的 
函数 g(z), 有 了 = 9 ae 四 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 忆 < 民 , 使 得 
mu(RA\ 五) = 0, jz) 在 已 上 连续 ， 

21. 设 六 在 可 测 集 互 c R" 上 依 测 度 收 化 到 六 而 且 

大 莹 灰 H1， ae.[ 吾 ]， 
证 明 ， { 产 } 几乎 处 处 收敛 到 坟 

22. 设 m(BE) < oo,{A(z)} 在 互 上 依 测 度 收 敏 到 FLz). 对 于 每 个 
pp > 0, 证 明 引 关 (四 叶 在 五 荆 依 测度 收 伍 到 |Fz) 忆 ， 

23. 没 { 闵 (四 } 是 可 测 集 吾 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 ， 

mm 五 ) < oo， 
证 明 { 太 (2 有 依 测度 收 伍 的 子 列 的 充分 必要 条 件 是 ，{ 太 他)] 有 几 
乎 处 处 收 伍 子 列 . 








90 第 二 章 Lebesgue 测度 


24. 设 la) 是 可 测 集 马 c R” 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ， 证 明 

存在 序列 fgtz)] c C(R")， 使 得 {gk(z)} 在 妃 上 依 测度 收敛 到 7 
“25. 设 { 户 } 是 由, 填 上 上 几乎 处 处 有 限 的 函数 列 , 车 { 户 } 在 [0,1 上 

几乎 处 处 收 敏 到 0 证 明 存在 获 列 ftj, 洁 足 闪 ltu| = oo, 使 得 


和 和 记 (r| < oo， ae'([0,1) 
弘一 二 


*26. 记 1 和 mL E 节 re 有 不 可 约 分 数 形 式 rr = 下/@r. 定 
义 函 数 产 (z) = exp{-(ps -xzgkj2}. 证 明 在 [0,1] 土 依 测 上 六 一 0. 但 
是 在 ,1 上 极限 lim 太 (z) 处 处 不 存在 . 
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Lebesgue 积分 理论 是 在 Lebesgue 测度 理论 基础 上 建立 起 洲 的 关 
于 可 测 函 数 的 积分 理论 . 这 一 理论 不 仅 可 以 练 一 处 理 有 界 冰 数 与 无 界 
函数 的 积分 理论 ， 而 旦 还 可 以 处 理 定义 在 很 一 般 的 可 测 集 上 的 函数 的 
积分 ， 本 章 将 证 明 凡 黎 曼 可 积 的 函数 必 是 Lebesgue 可 积 的 函数 ， 并 
且 在 黎 曼 积分 意义 下 的 积分 值 与 在 Lebesgue 积分 意 闵 下 的 积分 值 一 
样 . 而 许多 黎 曼 积分 意义 下 不 可 积 的 函数 在 Lebesgue 积分 意义 下 是 可 
积 的 ， 例 如 在 [1 工 的 Dirichlet 函数 


oa ze@nio,l， 

1，YEi01nv 驴 ， 

此 函数 在 @,]] 上 是 黎 曼 不 可 积 的 ,但 在 [0.U 上 是 Lebesgues 可 积 的， 
积分 值 四 1. 因此 Lebesgue 积分 概念 是 黎 曼 积分 概念 的 推广 ， 装 虑 区 
间 fa, 避 上 有 界 可 测 函 数 , 则 它 是 黎 曙 可 积 的 充分 必要 条 件 是 ， 不 连续 
点 集 是 堆 测 集 , 而 全 笨 [ac, 避 上 有 界 可 测 函 数 都 是 Lebesgne 可 积 浮 数 ， 
可 见 Lebesgue 可 积 函 数 类 要 比 黎 紧 可 积 函 数 类 大 得 多 . 此 外 Fecbesgue 
积分 理论 提供 了 比 黎 曼 积分 理论 中 更 有 效 、 更 有 意义 、 应 用 更 广 和 的 
极限 理论 . 

















83.1 Lebesgue 可 测 函 数 的 积分 


定义 Eebesgue 积分 的 方法 有 多 种 :第 一 种 方法 是 对 可 测 集 互 二 
的 有 界 可 测 函 数 Flzj，- 叶 < 7(z) < ML, 找 一 串 数列 全 jE 0 :使 后 二 
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-Me< ED 4, 任 取 生 Et 讨论 和 式 
Dam(E( S7< tr) 
当 5= ax (it - 中 -0 时 极限 是 否 存在 , 
第 二 种 办 法 是 对 可 测 集 巨 作 任意 划分 ， 


王 二 口 已 素 门 机 二 及 在 关 因 ， 
4 一] 
记 太 = 区 Fe) 机 = snp Je), 然后 像 歼 曼 积 分 理论 那样 ， 作 对 应 
于 该 划分 的 小 和 数 公 忆 m() 与 大 和 数 时 Bim( 孔 》 讨论 其 大 和 数 
JJ 一 1 了 一 1 

的 下 确 界 与 小 和 数 的 上 确 界 是 否 相 等 

第 三 种 方法 是 利用 简单 可 测 函 数 来 定义 ， 根 据 上 -~- 章 ， 对 于 可 测 
集 互 上 的 任 给 非 负 可 测 函 数 flz) ， 存 在 一 列 单调 递增 的 简单 可 测 函 
数列 


Ta 
{w 四 = 工 exee 
其 中 丽 几 站 BE 一生 当天 使 得 on 一 请 而 对 每 个 简单 函数 pn(z)， 
可 自然 定义 它 的 积分 为 : am 着 当 -+ co 时 ， 此 和 式 


的 极限 存在 ， 则 可 定义 该 极限 为 非 负 可 测 函 数 FIz) 的 积分 ， 最 后 再 过 
滤 到 一 般 的 可 测 函 数 ， 
这 三 种 方法 是 等 价 的 .本 书 将 有 来 用 第 三 种 方法 ， 


83.1.1 非 负 可 测 晒 数 的 积分 
定义 3.1.1 设 ifz] 是 可 测 集 吾 C Rn 上 的 非 负 可 酒 简单 画 数 
hm) = 一》 ojXm(z)，YZE 瑟 (3.I. 了 1 
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定 尽 函数 Ar)] 在 可 测 集 吾 上 的 积分 为 
人 Modz= 和 mlB {3.1.2) 


和 21 
这 里 积分 符号 内 的 dz 是 ” 维 空间 R” 上 的 Lebesgue 测度 的 标志 .【 注 
意 ， 前 面 已 经 约定 0.oce =0. ) 
函数 Ri(z) 的 下 方 图 {(z, 内 E 了 n+tilze 瑟 0O<SYySAz)] 是 到 
个 高 为 wj, 底面 是 马 的 柱 体 ,因此 (3.1.2) 式 的 几何 意义 是 A(z) 的 下 
方 图 的 体 积 ， 
由 定义 易 见 ， 若 ae 是 非 负 常数 ， 则 
aajdz=a/ alajdi (3.1.3) 
抱 
设 sfz] 也 是 吾 土 的 非 负 篇 单 可 测 函 数 ， 则 
/om+eajdz= 上/ htzdz+ 上 引 [ 空 )dY， (3.1.4) 
瑟 至 皇 
(3.1.3) 和 (3.1.4) 式 称 为 积分 的 线性 性 质 ， 又 若 设 { 环 } 是 吾 中 递增 可 
测 子 集合 列 ， 满 足 jim 瑟 = 已 , hz) 是 已 上 的 非 负 可 测 简单 函 数 ， 
则 
im 人 睛 (天 )dz 一 人 Madz 【3.1.5) 


定义 3.1.2 设 jz) 是 可 测 集 瑟 上 的 非 负 可 测 函 雪 ， 定 义 函 数 
f(z 在 已 上 的 积分 


1/ GDda 


一 sub 1Aee 


这 里 的 积分 可 以 是 +ooi 若 
上 rodz<m 





hfz) 是 马上 非 负 简单 可 测 函 数 ，| 。 13 1 6) 
县 R(z) < Fr 
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则 称 Ffz) 在 吾 上 是 Lebesgue 可 积 的 (简称 可 积 的 ) ， 或 者 说 ffz) 是 
吾 上 的 可 积 函 数 . 


由 定义 立即 可 知 下 烈性 质 成 立 ; 
由 若 王 (] = 出 则 吾 上 的 非 负 可 测 函 数 六 z) 均 可 积 ， 并 且 显 然 


有 
/ Flzjdr =0; {3.1.7) 
五 
(2) 设 Flz) 是 五 上 非 负 可 测 琐 数 ， 4 是 五 中 的 可 测 子 集 ， 则 
/ 了 [dz =-/ (zxafzidr ， {3.1.9) 
用 所 


事实 上 ， 对 于 任意 4 上 非 负 简单 可 测 函 数 ， 只 要 补充 定义 hz) = 
由 wzE\4, 它 就 是 妞 上 的 非 负 简单 机 数 ， 于 是 


/ jzjdz 
-1 Jau 
-人 {Aa /和 
-人 {Aes 
= 人 yejxatejdz 


(3) 设 An),9(2) 是 召 上 的 非 负 可 测 函 数 . 若 Fz) < gfzj re 已 


hfz) 是 4 上 非 负 简 单 可 测 函 数 ， | 
Hz) < Ffz) 
Atz) 是 马上 非 负 简单 可 测 函 数 ， | 
hz) < jz)xatz) 
人) 是 B 上 非 负 和 单 可 测 函 数 ， | 
Atz) < (zjxa 人 z) 











则 
/rd < 人 ad (3.19) 
这 是 因为 满足 条 件 A(z) < 不 z)] 的 非 负 位 单 可 测 函 数 必 有 AR(z) < gfz)， 
(和 若 亚 (区 ) < co, 刚 吾 上 的 有 界 非 负 可 测 函 数 必 是 可 积 的 . 





us -= 


人 
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定理 3.1.3 (Levi 定理 ) 设 {As(z)} 是 可 测 集 互 上 的 非 负 可 测 函 
数列 ， 满 足 


用 (四 区 让 ( 人 其) 三 (3 ) 
且 有 
im 记 (z] = Ha， ze 避 (3.1.19) 
则 
Jim 上 六 teldz= 人 adz， (3.1.19) 


证 明 因为 flz) 是 马上 的 非 负 可 测 函数 ， 积 分 上 Ffzjdz 有 定 
义 ， 击 条 件 (3.1.10), 可 知 


azs aan = 12 
瑟 吾 
所 以 四 人 Adz 有 定义 由 于 大 (z) < 7o), 可 知 


im 人 Atz< 上 /Gd 
区 证 明 反 疝 不 等 式 : 

um 人 Adz 之 人 rdr 
现在 取 a, 满足 0< wa< 工 设 nz) 是 马上 非 负 简 单 可 测 函 数 ， 且 

ha] < jz)，ze 吾 
记 甩 = 瑟 记 >o 由 =12…， 则 {E] 是 递增 集合 列 , 且 lm 瑟 
= 吾 由 (3.1.5) 式 得 
ua 人 下 (了 dz 三 中 凡生)Qm， 

于 是 从 不 等 式 


人 paz> 人 头 (z)Qz 全 人 如 站 [ 子 )Qz -= 上 下 [了 dz， 
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令 大 -+ oo 得 到 

om 人 Adz>a /Med 
再 令 ae 一 1 有 

jim 人 Ataldz> /hodz 
依照 ffz) 积分 的 定义 即 得 

由 人 Acjdz> 三 /andz 

Tevi 定理 的 重要 性 在 于 对 非 仙 上 升 可 测 函 数列 ， 其 极限 运算 与 积 

分 运算 的 次 序 可 以 交换 ， 而 任何 非 负 可 测 函 数 可 由 上 升 的 非 负 人 简单 函 
数列 来 逼近 ， 因 此 非 负 可 测 函 数 的 积分 性 质 可 通过 各 近 方式 从 简单 可 
测 冰 数 的 积分 性 质 来 获得 . 


定理 3.1.4( 积 分 的 线性 性 质 ) 设 flz),g(z) 是 可 测 集 巨 上 的 非 
负 可 测 函 数 ， 对 于 任 给 非 负 常数 m 9, 有 


ery@ +poojdaz=af jidz+a Bfz)dz， (13.1.13) 
至 至 至 
证 明 设 {fpkfz)j fufz)jszl 是 非 负 上 升 可 测 简单 函数 列 ， 日 有 
(二 dim 陨 人 =g(z) YYE 百 . 
副 faeafz) + Bfzyjszl 仍 是 非 负 上 升 可 测 简单 函数 列 ， 上 且 有 
im (apk{z) + Dek(z = az)+Bg(z)，Yzre 五 
由 简单 函数 积分 的 线性 性 质 (3.1.3) 与 (3.1.4) 式 ， 有 
1 (awkfz] 二 Bu 人 zj)jdz 一 c 1/ opRf 了 dz +B 人 地 [qz. 
瑟 五 
令 到 -3 ec 由 Levi 定理 即 得 (3.1.13) 式 . 


推论 3.1.5 设 jfz),9(z), 是 忌 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 
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1 车 Fiz) = 8z，ae.[ 瑟 , 则 
/rdz= 上 sad: 
(2) 车 / flzjdz < cc 则 Frz) < oo ，ae.[ 吾 ]. 
百 
证 明 ( 记 盏 = 有 FF 关 及 瑟 = 首 \ 瓦 , 则 各 (本 ) =0. 因而 


有 
六 radaz= 人 加 Beat+xmt)d 
吾 五 
- 人 faldz+ 帮 7lndz 
一 人 gfT)dz 十 人 gf 工 )Qz 
= | gfeydz、 
王 
分 令 吏 = 吾 7> 和 则 
刀 。 = 也 (= +ool = 人 
对 于 每 个 上 有 


| 
km(B) < 上 TCDdzs 1 je)dz 
从 而 知道 lim_ mtBx) = 0 因此 m(B<) = 0 
定理 3.1.6， 没 fo) 是 可 测 集 马上 的 非 负 可 测 函 数 ， 若 
/raaz=o0 
隔 


则 fo = 0，ae.[ 百 | , 
证 明 YKEH, 沁 配 = 有 (>1/ 月 . 则 有 


oraoaz> 人 adz> 人 dz 一 mn( 本 ) >0 
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所 以 mm( 丽 ) =0, 即 严 (( 六 > 1 各 ) =0. 进而 有 
ri 三 (7 天 擅 ) = n(U 五 (三 > 1 用】 一 昌 . 
上 一 1 
证 毕 ， 
8$3.1.2 ”一 般 可 测 函 数 的 积分 


在 这 一 小 节 中 ， 将 把 上 一 小 节 的 理论 推广 到 一 般 可 测 函 数 类 ， 并 
讨论 积分 的 基本 性 质 ， 从 现在 起 ,点 集 百般 将 表示 为 可 测 集 而 不 再 
注 明 ， 


定 久 3.1.7 设 Foeg(B). 车 六 (z) 和 六 () 中 至 少 有 一 个 是 
可 积 的 ， 则 称 


世上 YY 三 十 [全 一 二 . 
人 rodr 几 【全 了 上 { 人 ) 旨 了 (3.1.14 


为 ffz] 在 妃 上 的 积分 当 上 式 右 端 两 个 积分 值 缘 为 有 限时 ， 称 天 7] 
在 吾 上 是 Lebesgue 可 积 的 《简称 可 积 的 )， 或 称 faz) 是 己 上 的 可 积 
郑 数 . 在 吾 上 可 积 的 亢 数 全 体 记 为 工 ( 厂 )， 


显然 
如 03 一 十 了 一 fdz 小 ， 
人 altz= 人 aas+ 上 六 az (41 
国 此 有 下 述 定 理 . 


定理 3.1.8 设 flz)] 是 互 上 可 测 函 数 ， 则 了 e ZE) 的 充分 必要 
条 件 是 ， |flE Z( 吾 ), 且 有 下 列 不 等 式 


| /raaz 


注 在 黎 曼 积分 理论 中 , 由 ffz) 的 广义 黎 曼 可 积 性 得 不 到 | /zj | 





芭 /alaz， [3.1.16) 





轨 .1 Lepesgue 可 测 函 歼 的 积分 99 





的 三 义 黎 曼 可 积 性 ， 例 如 考虑 
7 四 = 人 0< 工 蕊 二 ， 
0， 了 三 0. 
不 难 证 明 ， ffz) 是 [0,1] 上 的 广义 黎 曼 可 积 冰 数 ,但 是 | ffz) | 不 是 广 
歼 皮 可 积 的 ， 


由 定义 3.1.7 及 定理 3.1.8 立即 可 知 以 下 简单 性 质 成 立 ; 
() 著 关 E 开 本 , 则 |Fz)| < so，a.e.[ 司 ; 
人 车 了 = 和 ae [BE 则 9E 工 (了 ) 且 


人 riz= 人 radz 


(3) 若 六 r) 是 将 上 的 可 测 函 数 ， 9 E (本 且 | <s 9) 则 
FE 工 (5 此 外 还 有 





定语 二 全 (1 
ra < oa 
四 若 六 EBP SST)， 则 


了 1 了 作 [( 2 
人 rd 
上 6) 车 mfB) < oo 则 吾 上 任意 有 界 可 测 欧 数 是 可 积 的 ， 





定理 3.1.9 (积分 的 线性 性 质 ) 设 六 9E 工 BEaeE 开 则 = ee 
工 (五 ]), 计 +9E 工 五 ), 并 则 


上 ce Fldz 一 站 人 FJdzi (3.1.17) 
/ (ffz) 上 +8zhjdz = 1/ Ffzjdz 十 /nas; {3.1.18) 
瑟 五 本 玫 


证 明 不 妨 设 ffz),g(z) 处 处 有 限 ， 
(人 当 上 >z0 时 ，(aeah+=a 站 (ah 站 -= 一 w 广 ,于 旦 
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/ayadaz= /artaldz- 人 whdz 
=-o(/ road- 人大 adz] 


= 人 ydz. 
当 a<0 时 ，(afji+ =(-of (ae 站 -= (一 o 半 ,于 是 


/aretz= /Coreldz- 人 CaPejdz 


一 站 一 有 十 
Ca( 人 六 de- 人 roadz] 
=a/ 7Gdz， 

(2) 由 不 等 起 |f(oj) + (oj| < 17(z)[+ lo(z)| 可 知 了 +9 EL) 

由 分 解 式 

U+9+ -t+n +9= 睛 - 广 + 时 一 扩 
得 

(fg9T+ 拓 二 = 人 二 及 十 廊 十 针 ， 
从 而 由 非 负 可 测 函 数 积分 的 线性 性 质 ， 有 下 列 等 式 
十 下 1 【 
/rrorodz+ 有 dc+ 人 -Gdz 


= 人 rdz+ 上 六 Gdz+ 上 人 radar， 
上 上面 等 式 两 边 各 加 项 都 是 有 限 的 ， 经 移 项 即 得 
JUG+escjdz= 人 Jedz+ /oldr， 
定理 得 证 . 
由 (3.1.17) 与 (3.1.18) 式 可 知 ， 吾 上 可 积 函数 空间 L(B) 关于 线 
性 运算 封闭 ， 因 此 匹 (五 ) 是 一 个 线性 空间 ， 
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下 面 将 给 出 有 界 襄 测 函 数 可 积 的 另 一 等 价 条 件 . 


定理 3.1.10 设 flz) 是 妃 上 有 界 可 测 函 数 /tl < M (zs 
Mim(B) < co. 作 [- 对 ,id] 的 划分 ， 


一 般 二 aocgal 人 后 = tnaxfaij 一 ai 
改 1 点 4 交 04 了 1 


记 吾 ) 二 盏 fa-1 扩 < oo)， 了 二 12 大 
则 对 于 任意 二 所 [aa 1 了 一 1 2， 四 1 砍 ， 极限 
是 
思 和 {3.1.19)} 
存在 ， 此 时 
点 
是 并 5m() = 人 rdr: (3.1.20) 


证 明 因为 ji < 天 oj 故 有 


大 是 友 
2 oj-am( 而 )- 》 名 m( 盏 | = 》 (6 一 ao-Dm( 配 ) 
3 一 1 j=1 


了 = 





开 
芭 E》 rm 人 (本 ) 一 Er 人 () 
了 一 1 


所 以 只 要 证 明 ， 
四 天 和 罗 
存在 ， 且 
由 于 ant = 上 Flzjdz. 
事实 上 ，YYE 本 alSFz<oSoai-l+ 史 有 


om 人 (ByGdz<ai-am( 羽 )+5m( 丁 ) 


皮 大 
并 oO)< 人 rdzs 开 om 本 +6m(， 


321 J=1 
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由 此 即 得 结论 . 

定理 3.1.11 (积分 的 绝对 连续 性 ) 设 Flz) < 工 (五 ) ， 则 对 于 任 给 
< > 0, 必 存 在 5 > 小 全 得当 瑟 中 子 集 4, 只 要 mt(4d) <6 时 ， 就 有 
1/ Flfzjdz| < 1/ 17(z]|dr < e， f3.1.211 

六 巡 

证 明 困 Frz) e 工 ), 故 | ffz| E 工 ( 吾 ,对 于 任 给 = > 0, 存在 入 

单 可 测 函 数 w(z), 满足 Yze 吾 ,有 
0< ez) < |Fz)|， 











使 得 
三 al-emjaz< 和 
瑟 
假设 0< elo<M 取 5E=e/2M, 则 当 4c 忆 mmf4)<g 时 ， 就 有 
人 jeldz = / (ojl- ele))az+ 人 etajdz 
< 人 (ol- elejjaz+ / etzjdz 


< Mnl4)<s. 


号 
2 
定理 3.1.13{( 积 分 平移 不 变性 ) 设 fr) E 工 (Rn"), 则 对 任意 7 6 
了 及?，F 人 十 办 E 工 ( 取 ") ,而且 
人 Frz+ndz= 人 Fueldrz (3.1.23) 
及 归 m 
证 明 当 Piz) 是 非 负 可 测 简单 函数 ， 即 
天 
FE) 一 2 aaXE (z]， 2 E 朴 ”， 
此 时 ， 
并 十 切 = > Ci 下 ( 


一 1 
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其 中 豆 一 ff 人 ={frz-yeRnlre 吾 }, 它 仍 是 非 负 简 单 可 测 函 数 ， 而 且 
里 上 
宇 和 一 iT 囊 ; 一 一 ai 王 ;] 一 了 1dz， 
大 Te+om -em 的- 并 om 本 -大 7 
考虑 一 般 的 非 负 可 测 冰 数 Ffz)， 此 时 存在 非 负 可 测 简 单 函 数列 
Te 人 zk gif2) 一 1.2…， 且 有 
im ext = Fr)，E 民 
显然 ， {px(tz+ 尺 } 仍 是 上 升 列 ， 且 有 
im kt 十 有 二 2 十 划 ， 荆 E 限 
以 而 由 Eevi 定理 可 得 
人 Grandz= 加 人 me+roda 


二 lim (ZJdz 一 人 7(z1dz . 


Po JR= 
对 于 任意 可 积 函 数 ftz), 由 上 靖 (z)] 与 广 (z) 的 积分 平移 不 变性 ， 即 得 
zz) 的 平移 不 变性 (3.1.22) 式 . 定理 得 证 . 
定理 3.1.13 设 jz) Ez( 吾 ) ， 则 对 于 任 给 。 > 0, 存在 了" 上 具 
有 紧 支 集 的 连续 范 煞 9fz), 使 得 
人 Fe 一 gz|daz < < (3.1.23) 
证 明 由于 Flz)] < F 瑟 ), 故 对 任 给 的 > 0, 易 知 存在 民 " 上 具有 
紧 支 集 的 可 测 郑 数 pw(z), 使 得 
pa 一 efzjlay 扫 汪 
不 妨 设 |p(z)| < 邓 , 根据 重金 定理 (定理 2.3.10) 及 引 理 2.3,12, 存在 
R" 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 gfz), 使 得 9(zj1S M (zz E 下) 具有 
m(fze 吾 |lelz) -go > 0) < 37， 
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从 而 可 得 
/pa-oaltz= 大 ea -sold 
<2M-m 人 Ble 一 中 >0)) < 了 ， 
最 后 ， 有 
三 -slaa 
百 
< 人 Ha-ealldaz+ 人 ea -slaz 
所 扣 
忌 了 十 了 一 去 
上 述 定理 结论 表明 ,车 e L(B), 则 对 任 给 的 e > 0 存在 了 的 分 
解 ， 
fj 加 二 go]+[le) -gj= 户 () 上 + 万 (o)，ze 瑟 ， 
其 中 Ai(z] 是 Rn 上 具有 紧 支 集 的 连续 范 数 ，| 户 (zj| 在 妃 上 的 积分 小 
于 . 
推论 3.1.14 设 / ce L(B), 则 存在 Rn 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 
列 {gxfzj}, 使 得 
GD lim 上 Ha -weldaz=0; 


(2) Jim gfe) = Je) ， ae 本) 


83.1.3 ” 笋 量 积 分 与 Lebesgue 积分 的 关系 


在 基本 上 建立 了 Lebesgue 积分 概念 的 基础 上 ., 先 来 揭示 它 与 黎 曼 
积分 的 关系 . 下 面 的 定理 说 明 Lebesgue 积分 是 黎 曼 积分 的 一 种 推广 
为 简单 起 见 只 考虑 一 维 区 间 上 的 积分 .在 高 维 区 域 上 有 同样 的 结果 ， 
册 黎 曼 可 各 的 有 界 函 数 也 是 Lebesgue 可 积 的 ， 且 有 相同 的 积分 值 . 
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定理 3.1.45 ” 葵 虑 闭 区 间 了 = io, 上 上 的 有 界 函 数 Flz). 若 六 rz) 
是 fa, 避 上 黎 曼 可 积 的 ， 则 /flz) 在 了 工 上 也 是 Lebesgue 可 积 的 ， 且 


由 
| Flmdz = 人/ rodz。 (3.1.24) 


| fedz 


表示 了 在 了 上 的 Lebesgue 积分 ， 而 


/ Frzidz 


则 表示 了 在 [o, 中 的 黎 曼 积分 . 

证 明 因为 函数 Flz) 是 区 间 工 上 的 有 界 函 数 ， 只 要 证 明子 是 工 
上 的 可 测 函 数 ， 就 有 < 瑟 ( 态 ， 

考虑 [@, 避 上 的 一 列 划分 {n] : 


此 处 ， 


An :az < 所 < 了 三 山 
会 n 本 生 m1 
[As| = : {ztm - zt) } 一 0， 


MA = sup{f(zjlzt < 和 2 ， 
=infff(zjlz 全 和 2 和] 


由 于 厅 数 /Ca) 在 区 间 [上 区 晤 可 积 ， 由 楷 且 可 积 的 定义 外 
mpe -az 
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定义 fpn(z] Ten 人 (z)] 为 如 下 的 函数 列 ， 


(m) (0 人) 
1 1 | 
加 =- (人 的， 人] 
fo)， 了 三 岂 
re (zz 人 
n (一 
Fe])， 人 二 


因为 Ac An+ 当 区 和 间 缩 小 时 ， 上 确 界 不 增 ， 下 确 界 不 减 ， 所 以 
机 之 有 全 


儿 1 所 pr 





j 是 
lim 加 对 了 > 让 Him pa 琶 7< 

即 得 了 < 了 < 了 极限 函数 元 了 都 是 有 界 可 测 的 ， 故 它们 都 是 Lebes 

gue 可 积 的 ， 而 理 了 -是非 负 可 测 函 数 ， 故 


/ {Fz) - FUz))dz > 0. 





允 
由 
Jaz> /eoldz= 帮 meid 
-9 z 名 ) 一 0 (zldzi 
几 
/7 艾 /adz= 上 信 a( 卫 1Q 了 7 
了 心 
二 3 MD(zt 一 2 ) -| Fidzr. 
这 说 明 


/ad 苹 /raz 世 /ads 


83.1 Lepesgue 可 测 函 数 的 积分 107 


jauz= /roar 
于 是 有 
/Ga-ra)daz=o 
由 定理 3.1.6 知 ， 了 一 了 上 = 0 ae 上 四. 从 而 了 = = 了 ae. 四 . 因此 函 
数 flz) 在 区 间 了 上 可 测 ， 并 且 等 式 (3.1.24) 成 立 , 
在 一 般 情形 下 ， 黎 曼 可 积 的 函数 总 是 Lebesgue 可 积 的 ， 并 且 积 分 
值 一 样 .但 是 由 下 面 的 铺子 说 明 反 之 不 对 . 
例 考虑 Dirichlet 画 数 
De _ 所 ， > 是 0.1] 中 有 再 数 
0，z 是 上 0,1 中 无 理 数 . 
易 见 号 fz) =0,a.e. 上 1， 瑟 (z)Lebesgue 可 积 ， 且 


忆 fzJqzr = 
和 ,1 


同时 不 难看 出 ， tfz) 在 f 和 ,1] 上 不 是 黎 曼 可 积 的 . 





83.1.4 测度 空间 上 可 测 函 数 的 积分 
定义 3.1.16 给 定 (E, 丰 ,让 上 的 非 负 天 可 测 简 单 函 数 


z) 一》 ayX( 人 zj， wzrEE (3.1.25] 


了 一 工 
其 中 此 1 人 2 是 非 负 实数 ， 4413 人 双 m 足 互 不 相交 的 可 测 
集 ， 定义 函数 风 z) 在 生 上 的 关于 测度 4 的 积分 为 


人 rtda = 》 Gd 让 [3.1.26) 
了 一 上 
(注意 ， 前 面 已 经 约定 0.co =0. ) 
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记 巾 非 负 关 可 测 简单 函数 全 体 组 成 的 空间 为 3+(X). 考虑 积分 
[有 些 1/ R(zjatdz). 
和 
易 见 台 射 了 是 S+() 上 的 可 如 活 画 ， 即 有 
天 有 Ra 十 玉 ] 一 了 十 TREEST 人 ED) 
并 且 Ka 有 = ar 站 YaE 了 +， 
定义 3,1.17 设 Arz) 是 世上 的 非 负 上 可 测 函 数 ， 定 义 函 数 Ffz) 
在 关上 的 积分 
IUD = 太 7eutda) 
基 


-ap 人 sanlda 
这 里 的 积分 可 以 是 +oo; 若 


上 jejaldz) < ee， 
则 称 ffz) 在 X 上 是 六 可 积 的 (简称 可 积 的 ) 或 者 说 flz) 庆生 上 的 
只 可 积 郴 数 (简称 可 积 函 数 ). 
易 知 下 列 性 质 成 立 : 
(上 关 ha) e S+0C0), 且 p 人 (KG > 0)) = 0 则 MKz) 是 可 积 的 ， 并 
且 显 然 有 





htz) E 5+() 旦 /zy < 7o| (3.1.27) 


人 (pfdzy = 
和 
@) 设 Flagtz) es+00) 车 Fa < gz ae 则 
1/ Flzjatdz) < 1/ gzjntdz 
(3) 设 { 记 fo)] c 5+(X) 是 一 个 上 升 亩 数列 ， 且 有 lim 大 () = 
Flz), ae 则 下 列 极 限 
im 人 Anldz) = 人 Alanda) 
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成 立 ， 此 即 Levi 定理 ; 
(和 积分 线 尾 性 质 ， 设 Ffo,nfz) E S+(E), 对 于 任意 的 非 负 常 数 
ap 有 
Taf 二 的) = QT 门 十 弛 (9); 
(5) 设 Fo eaS+rE) 若 开 站 <eo 则 rr] < ooyAae: 
(6) 设 Fz)eao+(Xl. 车 开门 =0 则 Fr)=0,Aae.. 
定义 3.1.18 设 Flz) e 时 ( 丰 ,加 ， 若 ffz) 和 产 (z) 中 至 少 
有 一 个 是 总 可 积 的 ， 则 称 
个 = 上 六 Bot- 六 aulta 6129 
世 和 
为 jz) 在 天 上 的 积分 ， 积 分 也 记 作 了 方 . 当 上 式 右 端 两 个 积分 值 皆 
为 有 限时 , 称 ffz) 在 上 是 关于 测度 呈 可 积 的 (简称 可 积 的 )， 或 称 
ffz) 是 瑟 上 的 可 积 函 数 . 在 三 土 可 积 的 函数 全 体 记 为 工 (已 开门 ,或 
简 记 为 工 X). 显然 有 
一 十 (zz)dz 加 _ 
/alaz= 久 {z)d + 上 (zjdz [3.1.29) 
困 此 有 下 述 定 理 . 








定理 3.1.19 设 Fiz) 是 (大 由 上 天 可 测 函 数 ， 则 FE 工 (人 
的 充分 必要 条 件 是 ， |f| e LO 有, 目 有 下 列 不 等 式 
| rap/elvan (3.1.30) 
有 下 





由 定 义 31.18 及 定理 3.1.19 立即 可 知 以 下 简单 性 质 成 立 ， 
fl) 若 了 EX), 则 ezj| 必 DO， 有 ae. | 
[2) 若 了 一 负 愉 ae 了 E 工 ( 习 ), 则 了 EL 且 
/ Htzjutdz) = / gfzjatdai 
有 和 
(3) 若 ffz) 是 区 上 的 疡 可 测 函 数 ，9e EC) 旦 Fl < oa， 
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则 三 ELfx) 此 外 还 有 
raaaals 太 oandn 
人 区 


全 若 记 geZOC)Flz) < gz , 则 
人 jlz)atdz) < / g(zpfdz); 
1 蕊 
G) 若 MX) < co 则 天 上 任意 有 界 岂可 测 函 孝 是 可 积 的 ， 
(6) 积分 线性 性 质 , 设 六 ge ZX)apeB 则 af+bELOX), 且 
Ta 十 好) = az 门 十 李 ( 全 . 
设 4e 大 若 ffz] 是 (大 站 上 可 测 函 数 ， 可 以 定义 4 上 的 积 
分 如 下 ， 





1/ zjntdz) = / Jaxatnntdzh (3.1.31) 
本 


于 是 有 下 述 关 于 积分 的 绝对 连续 性 定理 . 
定理 3.1.20 (积分 的 绝对 连续 性 ) 设 Fiz) E 5 二) 则 对 于 任 给 
。 > 0 必 存 在 5 > 0 使得 对 干 任意 % 中 可 测 子 集 生 只 要 以 < 
时 ， 就 有 
/rntda 





< / Fe)|Rtdz) < <. {3.1.32) 
用 


习 题 


1. 设 hz,glzy 是 瑟 上 非 负 简 单 可 测 函 数 ，a 是 任意 非 负 常数 ， 
证 明 : 


/ 下 (全 )dz 一 “radr 
人 (Ph(z) +S(z)jdz 一 人 和 (zjdz 十 上 gfzjdr 
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2 设 丽 C 可 =12 想到 0 且 Jim 配 = 吾 若 Maz) 
是 吾 上 的 非 负 可 测 简 单 函 数 ， 证 明 


im 人 站 (了 qz 三 /sadr 
3. 若 可 测 集 百 有 以 下 可 测 分 解 : 已 = 百 U 束 ,本 mmEa = 由 7(z) 
是 五 上 非 负 可 测 函 数 ， 证 明 : 


了 1dz 一 生 )Q; 了 Hz . 
ra 7 idz+ 人 7 

芋 . 设 吾 ,{Ex] 是 可 测 集 列 ， 满足 本 C 五， 右 己 吾 K+1， 下 二 1; 2 ， 
且 lim 瑟 = 吾 若 lz) 是 马上 的 非 负 可 测 函数 ， 证 明 ， 


/rdz= bm (zjdz . 
百 上 一 De 囊 
5. 逐 项 积分 : 若 { 廊 (z)} 是 羡 上 的 非 仙 可 测 函 数列 ， 试 证 明 


/Ade=- 工 人 rd 
6. 没 取 是 吾 的 一 个 划分 , 即 朴 门 盏 = 及 伙 关 放 , 且 吾 = 加 机 
若 jz 是 五 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 证 明 
人 rdz = 二 人 F(zjdz， 
7, 设 mm( 忆 ]) < co, ffz) 是 百 上 非 负 可 测 函 数 . 记 
本 = 吾 ( 开 雯 站 苹 天 十 四 ， 
证 明 f E 工 ( 吾 ) 的 充分 必要 条 件 是 交 Rm(E 收 伍 ， 


8. 设 flz] 是 吾 工 的 非 负 可 测 函数 ，mm( 瑟 ) < oo. 证 明 Foi) 是 三 
上 的 可 积 函 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 下 列 级 数 























2xm(E(/ > 29] 


上 攻 二 [0 


收敛， 
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9. 访 { 记 (ze)} 赴 吾 上 的 下 降 的 非 负 可 测 画 数列 , 是 存在 各 E 局 
在 克 上 可 积 ， 证 明 


JU 人 ArGeda 一 /mm 康 人 qz ， 
1t0. 设 Flz) 是 吾 上 的 可 测 琐 数 ， 
(五 ) < co， < 邮 ， 
证 明 让 e 工 (五 ) 
11. 设 {Atz} 是 互 上 的 非 负 可 测 函 数列 ， 且 mm( 已 ) < oo. 证明 
{ 产 ( 思 ] 在 互 上 依 测度 收 伍 于 零 ( 函数) 的 充分 必要 系 件 是 
产 () 


jn 所 二 十 太 { 
12. 设 ftz) 是 马上 的 非 负 可 积 函 数 ， 常 数 c 满足 
0<Se 芝 /rar 
证 明 存 在 可 测 子 集 本 C 吾 , 使 


zldr = 
王 1 


13, 给 定 可 测 集 玉 上 的 非 负 可 测 函 数 六 z) 和 92) 设 对 任意 常数 

@ 有 m( 瑟 (> 外] = 亚 ( 司 (9 名 ), 试 证 明 
/ (rdz = 1 BfzJdz . 
已 瑟 

14. 证 明 可 测 集 豆 上 的 可 积 函 熬 几乎 处 处 有 限 . 

15. 车 在 召 上 有 了 = 久 ae.| 百 ]. 口 了 efB). 证 明 9ezL( 五 )) 并 且 
flz) 与 gz) 在 五 上 的 积分 值 相 等 . 

16. 设 六 9 E 芋 Fo Sgz YE 证 明 


了 qz dz ， 

/rdzs 人 rode 

17. 设 fr) 是 已 上 的 可 测 郴 数 ，9 e L(B), 且 Vze 忆 有 
HEseteh 





dzY 一 小 . 
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证 明 FE 工 ( 忆 )， 

18. 设 六 gf-9EEEE)eplz) 是 瑟 上 的 可 测 函 数 ,满足 了 < 中 
证 明 ee 天 ( 百 ) . 

19. 设 王 是 测度 有 限 的 可 测 集 , 证 明 召 上 所 有 有 界 可 测 范 数 均 是 
可 积 的 . 

20. 设 六 ELt5), 9 是 百 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 证 明 Az) gz) E 
工 (五 ] . 

21, 给 定 方 9 E 工 ( 吾 ). 证 明了 = 9， ae.[ 刀 | 当 且 仅 当 对 任 一 可 测 子 


集 45c 瑟 .有 
Joaz= 人 var. 


22. 设 flz) 是 五 上 的 可 测 函 数 . 若 对 任意 可 测 子 集 4C 瑟 ， 
/randzz>9 
电 








证 明 了 > 0，ae.[| 
23. 设 Fe F(B) 车 对 任意 马 上 有 界 可 测 函 数 glz), 有 
上 rsdz=0 


证 明 了 = 0. 
24. 设 fs ERI)，F(0 = 0, 且 户 () 存在 ， 证 明 下 述 积分 存在 ， 
忒 2 dr 
区 1 守 





*25. 设 ffzr) 是 [0,1] 上 递增 函数 ， 证 明 对 于 可 测 集 如 C [0,]， 
mi( 吾 ) 一 志 有 ， 
1 rars 人 yajdz 
避 五 


26. 给 定 吾 上 可 测 函 数 六 车 对 于 任意 可 测 子 集 媚 C 互 , 总 有 


三 rdz= 
证 明 Fz) 一 0，a.e,[ 五 | 
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27. 设 


Fr) 一 LAwz， 当 z 是 无 理 数 ， 
2 妆 z 为 有 理 数 . 
计算 
人/ FJQY ， 
也 浊 
“28. 设 机 …… ,本 是 [0,1] 中 可 测 子 集 . 若 [0,1] 内 每 一 点 至 少 属 
于 这 ”个 集中 的 9 个 集 ， 证 明 :， 了 芒 ，… , 互 , 中 至 少 有 一 个 集 的 测度 
不 小 十 gm. 
29. 设 玉 8 区 ( 吾 ， 证 明 wP2(z) 二 凡 (z) E 工 (号 ). 
30. 车 太 E 工 ( 瑟 ), 证 明 
Jiamm(E(7| > mn)) =0. 
31. 设 Fz) E 区 ( 划 "大 (2z) E 工 (") 全 = 1 2 旦 对 于 任意 可 
测 集 吾 C 到"， 有 
六 Ratzs pradaz 作 =12) 
瑟 问 
Ji 人 六 (zjdz= 人/ Hajdz， 
试 证 明 : in， 捕 (z) = 所 了 3a.e.[ 柜 ”] . 
32. 说 EE(B), 证 明 对 子 s > 0 存在 可 测 子 集 4 c 五 , 满足 
1 用) < 0， / [zldz < E， 
册 民 
33, 设 在 Cantor 集 C 上 Flzl) = 在 C 的 长 为 3 的 余 区 间 上 


Htz) = 首 求 
/ dz . 
1 


“34. 设 了 E Zooco)),7(z) 一 致 连续 ， 证 明 im Atz] = 
35. 说 了 EtE), 证 本 im mmmt 吾 (4 > mn 一 0. 
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83.2 Lebesgue 积分 的 极限 定理 


假设 {7a(z)} 是 一 个 函数 序列 ， 按 其 种 意义 收 化 到 一 个 国 数 Fo 
在 黎 曼 积分 框架 下 或 在 Lebesgue 积分 框架 下 考虑 如 下 的 问题 : 如 果 每 
个 函数 疡 (z) 部 有 积分 ， 那 么 函数 ffz) 的 积分 吓 否 存在 ? 如 果 Az) 
也 是 可 积 的 ， 那 么 国 数 户 (z) 积分 的 极限 是 个 等 于 F(z) 的 积分 ? 也 就 
是 说 , 极限 与 积分 运算 是 否 可 以 交换 次 序 . 在 黎 曼 积分 总 义 下 , 常常 要 
加 上 很 强 的 茶 件 才能 保证 积分 与 极限 运算 的 可 交换 性 ;而 在 Lebesgue 
积分 意义 下 ,只 要 很 能 的 茶 件 就 可 保证 Lebesgue 积分 与 极限 区 的 运算 
次 序 ， 在 这 一 节 中 将 晨 开 这 个 癌 题 的 讨论 ， 细 心 的 读者 不 难 发 现 上 一 
节 的 Levi 定理 已 经 涉及 这 个 问题 了 . 








83.2.1 Lebesgue 积分 与 极限 运算 的 交换 定理 
定理 3.2.1 (ELebesgue 基本 定理 ) 设 { 户 人)} 足下 测 集 疼 上 的 砷 
负 可 测 函 数列， /zj = 》 万 G) , 则 


了 一 1 


人 rd = 症 / oo (3.2. 了 


证 明 


必 


上 
站 下 人 二 >》 方 (7Z)， 


则 fssfo} 是 非 负 可 测 数 列 ，5rfz) < Sr 且 ja SC) = 
故 几 Levi 定理 


， ， 中 区 
rd 二 im 人 kfrydz 一 ui 上 记 zGz 一 3》 / (yy 


如 一 上 
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此 定理 说 明 ， 非 负 可 测 函 数 的 级 数 求 和 与 求 积 运 算 次 序 是 可 交换 
的 ， 即 


/ 二 rd- 过 /rnan. 


推论 3.2.2 若 {Enj 是 可 测 集 吾 的 互 不 相交 的 可 测 子 集 ， 


王 一 五 > 
一 1 


当 郴 数 ffz) 在 已 上 有 积分 时 ， jz) 在 性 一 个 子 集 五 ,上 都 是 有 积分 
的 .特别 地 ， 当 了 < 天 ( 忆 ) 时 ， 了 ELCEn) 并 旦 
- dz， 2 
/rodz 二 人 Fajdz (3.2.3) 
证 明 记 柚 数 XEBu{ 了 ) 为 辽 n 的 特征 画 数 ， 则 
三 六 mdz= 人 产 pjxmGd: 
于 一 了 

因为 _ 

+ 人 = 科 广 COXm(， 


由 定理 3.2.1 有 
上 rode- 工 上 六 xutodz= 工 大 六 dr 
涤 似 地 可 证 


全 广 ed = 人 人 了 (zjdz 


由 一 1 


当 /2) 在 互 -E 有 积分 时 ， 积 分 
三 六 ads 与 上 六 mda 
五 画 
中 至 少 有 一 个 有 限 ， 不 妨 设 积分 
三 radz<oo 
下 
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于 契 正 项 级 数 
盖 / dz= 上 人 (zjdzr < oo 


了 一 1 


收 租 .特别 地 ， 每 一 加 项 
上 FTjdzr < oo， 


所 以 帮 z) 在 吾 。 上 上 有 积分 ， 进 而 有 


/dz= 人 六 dz- 人 ad 


- 二 人 F+(z)dz -二 六 (zjdz 


_ 二 (人 机 dz] 


- 工 / Ted 


亚 一 1 


当 了 E EL(B) 时 ， 积 分 
1 广 Gdz 与 厂 广 dz 
百 吾 
都 有 限 ， 因 此 对 于 每 个 号 积 
矿产 dr 与 1/ 广 (ojdz 
也" 王 
都 有 限 ， 故 上 e 亏 ( 瑟 )， 


定理 3.2.3 (Fatou 引 理 } 若 { 户 (z)} 是 可 测 集 五 上 非 负 可 测 郴 
数列 ， 则 


lm 户 (zjdz 挟 Ji / 万 (rdz， (2.3] 
下 关公 oO 


证 明 考虑 非 负 函 数 gn(z] = inf{ 户 (zl > 中, 显然 有 
名 他 ] 芭 grHi(E)， 天 一 ]2 


而 且 还 有 jim gn(z) = Him 户 (2)， GE 吾 ， 
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及 而 由 Levi 定理 得 
lirmr Haidz= 上 lim grnfzydyz 
硬 天 下 De 


贞 用 一 o 


= Him 和 triqy7 友 im 三 ADdz 
下 用 一 oo 五 


了 一 


下 面 的 例子 说 表 Fatou 引 理 中 不 等 号 是 有 可 能 成 立 的 . 
例 1 在 蛋 : 人 


六 (oj) = -二 -er- 且 站 2 


W 


人 JE = 1， 


当 工 夭 虽 时， im 站 (2) 旦 Ffz) =0. 页 极限 数 
jz] = 0， ae[ 权 ]. 
于 足 上 人 im 矿 dz=0<1=， Tim 人 万 (7)dz . 


定理 3.2.4 (控制 收敛 定理 ) 给 定 可 测 集 五. 设 { 记 (2 c 吕 ( 古 )， 
且 有 





册 | 


Ji 和 (rz) = FZ， ae.[ 互 ] . 
若 存 在 函数 F(z) E 工 (五 ), 使 得 对 于 Ym EN, 有 
| 声 人 | 所 亚 (7)， ae.{ 五 ] ， 
则 所 (z) E 开 ( 百 )， 兄 二] 2 fr) < 并 (五 ), 旦 
lian 和 Flzjdz = 上 Flzjdz， (3.2. 司 
函数 F(z) 称 为 数 列 { 六 (2) 的 控制 明 数 ， 
证 明 显然 ffz) 是 上 的 可 测 画 数 ， 且 由 
| 轧 (z)| 每 到 (2)， ae.[ 灵 | 
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可 知 有 f(zj| 莹 下 (zz)，a-e.[ 百 ]. 因此 了 E 工 ( 百 ). 考虑 吾 上 的 可 积 函 数列 
gnf2) = | 六 (2) -六 |， 各 一 1] 2 
则 0< gfrl<2FO 4 一 1 2 .由 Patou 引 理 得 
三 各 BFa-onldrs 右 人 BF-o(lar， 
所 位 下 CC 下 一 证 

孝 

2 上 Fndr - / im gn(zjdz 2 上 Flzjdz - 了 上 gzjdz。 
由 于 Jim 名 (2) = 下 ,ae.[ 吾 ]. 即 得 


本 人 modz 一 0. 


上 乓 人 1q37， 


推论 3.2.5 设 已 是 可 测 集 ，{ 户 (zc 和 (可 , 且 函 数列 { 太 (z)]} 
依 测度 收 伍 到 函数 ff(z). 车 存 在 下 (7) E 工 (五 ), 满足 
| 六 (2 和 下 (z)， ae,[ 本 ,=12 
则 疡 (zy E 工 (本 mn 一 12 ，ffc) er 且 
im 0 一 一 / 了 (rdz . (3.2 .3) 


最 后 ， 由 不 等 式 


1 idz- 人 Adz| < 


令 一 oo 即 得 (3.2.4) 式 . 





了 


证 明 因为 人 焦 测 度 收 和 到 ffzj 由 Riesz 定理 知 ， 存 在 子 
列 万 (z) 一 放 zae[ 吏 ,下 Fz) E 工 (五 ). 
记 go 人 2) = 了 一 让 |, 如 上 述 定 理 的 证 明 一 样 ， 只 要 证 明 
lira (dz 一 0. 


用 下 


如 若 不 然 ， 则 有 Eee>0 与 mi <ma 去 …',，, 司 得 
上 maz >s， 才 一 1 2 . 
王 
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国 为 { 思 .] 依 测 度 收 黎 到 Fz),， 天 数 列 { 六 ,}) 有 子 列 几乎 处 处 收 伍 于 
F(z). 为 记号 简单 起 见 ， 不 入 设 廊 。 全 六 ae.[ 吾 ], 即 
gm 一 0， 8.e.[ 五 ]. 
于 是 由 上 述 定理 的 证 明 有 
ji sshdz 一 浊 . 

这 与 上 述 不 等 式 矛盾 ， 因 此 (3.2.5) 式 成 立 - 

推论 3.2.6 (有 界 收 和 敛 定理 ) 设 mm 局) < oo{ 万 (z)} E 二 五 ), 且 
{ 户 ()] 一 致 有 界 ， 即 存在 常数 M > 0, 使 得 

| 户 {z 让 和 于， 一 12 YE 吾 ， 
则 当 户 (z) 一 Fr ae[ 到 ,或 1 依 测度 收 委 到 Flz) 时 ， 均 有 
im 了] 全 一 。 .2. 
Ji 人 eldz 人 flejdz (3.2.6) 

Fatou 引 理 常用 于 判断 非 负极 限 画 数 的 可 积 性 , 而 Lebesgue 控制 收 
化 定理 则 给 出 积分 与 极限 可 交换 次 序 的 充分 和 条件, 它们 是 
Lebesgue 积分 理论 中 的 重要 结果 ， 有 着 广泛 的 应 用 . 

应 用 控制 收 伍 定理 的 关键 在 于 找 出 控制 函数 F(z]， 试 看 一 个 实 
例 ， 

例 2 求 F= lim 三 (adzr, 其 中 

和 下 站 
所 (Z] 一 ee cog 
如 果 积 分 与 极限 可 交换 次 序 ， 则 
工 =-/ im 斤 ()dz = 
为 说 明 上 述 演算 合理 ， 需 得 到 一 个 控制 函数 . 首先 注意 到 ， 一 数 
由 ( 提 三 芭 1lnt 


lnfm 十 纯 ) 
一 一 一 一 . 
吕 





33.2 Lebesgue 积分 的 极限 定理 121 


在 区 问 ,+co) 上 的 最 人 值 是 We] = 于 是 


lnafm 十 卫 ) - 了 名 十 中 于 十 们 
儿 


亚 


昌 ”COS 囊 





如 十 于 全 


<ertetD1+m 王 Fe，Yz>0n=12 


广 五 (TY)dz 
6 
收 敏 ， 故 到 E 工 (,+eo)). 于 是 王 是 所 要 求 的 控制 函数 .因此 了 = 


成 立 ， 


由 于 


例 3 求 L= Ji 人 记 Gdz 其 中 


也 
作 冯 了 
思 全  T 二 天 而 
当 工 >07mn=12 时， 有 
对 和 
作 主 并 1 def 


站 三 一 一 一 一 所 一 一 站) 
灵 加 ] 1 十 mi2z2 和 二 人 下) 


由 于 R(z) E 研 ([0,1), 由 控制 收敛 定理 知 积分 与 极限 的 次 序 可 颁 换 ， 即 
得 ， 
了 =-/ im 六 (zidr=0. 


定理 3.2.7( 逐 项 积分 设 瑟 是 可 测 集 ， 访 (四 E 工 ( 瑟 )， YmE 到 ， 
若 


> / | (zjldr < oo， [3.2.7) 
ms=1Y 至 


则 级 数 人) 在 召 上 几乎 处 处 收 伍 ; 记 其 和 函数 为 六 zj 则 7z) < 
这 1 


开 ( 五 )， 日 有 
二 人 rdz= 上 Jadz， (3.2.) 
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证 明 定义 函数 Flz) = 》 | jn(z)|, 由 非 负 可 测 函 数列 的 逐 项 积 
分 定理 3.2.1 可 知 一 
/radar 二 mallae<w 
二 十 已 EL 人 RE 
re ) 在 瑟 上 几乎 处 处 收敛 ， 记 该 和 画 数 为 f(z). 由 


二 1 


Mg 三 并 ml= ED，ae 四 ， 


点 一 1 
了 天 


故 ffz) e 天 本 记 So 人 倍 三 3 访 ( 国 . 间 =12 则 


玫 一 1 


|Safz]| 反 》， | 忘 人 ]| 从 严 (2 ?1 二 2 四 


中 一 | 


由 控制 收 敏 定理 可 得 
上 Ade =- lim Sudz = im 人 snGda 
一 -工人 六 (zjdz. 


一 ] 


如 癌 在 微 积 分 学 中 - - 样 ， 父 换 积 分 运算 与 极限 运算 次 序 的 收 和 伍 定 
理 是 研究 参 变 积分 的 有 力 土 具 , 考虑 一 种 较 简 单 情况 . 设 疼 C 下 ” 是 可 
测 集 ，Fe, 由 是 定义 于 集合 五 xf 世上 的 实 冰 数 . 对 于 每 个 YE [@ 昌 ， 

函数 /用 E 工厂 )， 于 是 
2 的 = 人 Teanda (2.9) 
是 定义 上 区 间 fo, 刀 上 的 有 限 实 值 函 数 ， 称 为 区 间 [am, 习 上 的 参 变 积分 . 


定理 3.2.8 ”对 于 形 如 (3.2.9) 式 的 参 变 积分 p( 四 , 如 下 结论 成 芯 : 
和 日 ) 黄 存 在 王 (ez) E 了 (本 ,使 得 (的 [和 站 fr wzEE YE[a 时 ， 
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则 葵 
im 3， 在 巨 上 ae. 存 在 ， 
就 有 
meg= 人 mm Acadz， (3.2.10) 


(2) 若 存在 Flzj e 5(B), 使 得 |flzjl < Fo.yYze 有 yeEle 引 
若 对 于 几乎 所 有 的 > e 王 , 函数 Fr 人 在 加 < 加 处 连续 ， 则 oz 
在 点 z 处 连续 . 

(3) 若 若 函 数 /eg 的 偏 导数 卢 (z, 切 存在, 日 存在 Flz) e 到 司 )， 
使 得 这 (z 胃 < PCD Yze 避 ye [le 中 则 

z 乓 = 人 Readr (3.2.1) 

证 明 (1) 考虑 任何 收敛 于 go 的 序列 fy c [由 则 lim ety) = 
Jim pe(yn). 由 于 序列 户 (z) 笃 ffz:m) 在 吾 上 几乎 处 处 收敛 ， 而 且 
| 人 z)| < F(c), 由 控制 收敛 定理 得 

Ji = um 人 Gondz= 人 olesode， 
它 与 极限 等 式 (3.2.10) 等 价 . 
(2) 是 (1) 的 直接 推论 
(3) 取 定 y E [@, 可 . 令 


-3 et 





9， 芭 
则 (3.2.13) 式 相当 于 
人 sadz 一 上 加 saar 
由 微分 中 值 定 理 ， 必 由 三 E |a, 世 , 有 
blea= 因 Ci 避 SPGJ、 Yze 呈 
于 是 由 已 经 证 明 的 结论 (1) 推出 上 述 交 换 极 限 运算 与 积分 运算 识 序 的 
等 式 成 立 ， 
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例 4 设 记 EE( 柜 ), 讨论 函数 
避 ( 的 一 人 Flzj arectanfzaydz， YY8 GE 了 ! 
的 连续 性 和 可 积 性 . 记 9(z,g] 为 上 式 右 端 积分 的 被 积 函 数 ， 则 9(z, 妇 
关于 变量 + 连续 ， 且 有 下 列 不 等 式 
je 人 < 了 fc | 人, 区 | < |zFz) 
因此 由 定理 3.2.8 推 得 w(y) 在 了 上 处 处 连续 ; 当 zf7(z) E 天 区:) 时 ， 


efy) 可 微 ， 且 
交 TFI) 
eg0= 人 Ta5dz ， 











83.2.2 和 效 尝 可 积 性 的 乾 男 
作为 控制 收 黎 定理 的 应 用 , 下 面 将 给 出 区 间 [, 如 上 的 有 界 末 数 黎 
曼 可 积 的 一 个 充分 必要 条 件 . 
设 态 z) 是 定义 在 区 间 了 工 = [e, 中 上 的 一 个 有 界 函 数 . 定义 Fr) 在 
工 上 的 振幅 函数 如 下 : 
FTP) 一 im Stpf|Ffz) 一 2 上 | mr E 吾 (7 人 门 站 (3.2.12) 
-+ 
易 证 集合 
互 ={fzeEfa， 中] wwFfZ) < 二 
对 于 每 个 上 是 开 集 ， 从 而 wyfz) 是 [, 遇 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 因 此 
cu 二 了 (站 ， 
考虑 区 间 [@, 呈 上 的 划分 序列 {A: 
Ai: 一 了 < 工交 扫 < 一 旅人 二 12 ， 


[An| = ma zt -zz 的 | 一 0， 
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记 

Mi sup rz Er Sa 
站 一 inf{fFol zz <z<zf)} 
则 很 据 黎 曼 积 分 理论 下 述 极限 存在 , 并 且 定 尽 了 有 界 函 数 ffz) 的 达 布 
上 、 下 积分 ， 


了 


ia -5 

Me 所 -= rndr (3.2.13) 
了 一 1 呈 
mm 户 

im 》 mn 和 (zz 入 ) 一 zi) =-/ F(z)dz. (3.2.14) 
了 J 一 1 一 由 


引 理 3.2.9 对 于 区 间 了 = [ae, 上 的 有 界 函 数 ffz), 下 列 等 式 成 
旭 ; 一 册 
/rd = 人 了 [Pd -radr， (3.2.15) 


上 式 左 端 是 振幅 函数 的 Lepbesgue 积分 . 
证 明 作 表 数 列 
加， (加 侣 

we) 二 4 7 

0， 邮 是 六 的 分 点 ， 
以 及 集合 

百 = frE 人 oilz 是 As 的 分 点 ,=1 2 
显然 m( 吾 ) =0 ， 且 有 

lim wnfz) 一 cz) ZETANEE， 


了 下 


记 4, 吾 各 为 函数 Fiz) 在 [a, 引 上 的 上 、 下 确 界 ， 由 于 
四 达 mnfT) 莹 昌 一 吾 ， 
故 由 有 界 收敛 定理 得 


lim /eda 一 /wdr， 
下 -DO 了 了 
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因为 
jos 一 1 一 Pet 一 zz 
了 :=1 
_ -Ne 网 区 ) 一 mm {m) (zi 本 0 
了 一 工 
3 了 [全 有 FIzjdy ， 
所 以 


/wadz -/ 六 zjdz 一 /redr 


定理 3.2.10 车 ffz) 是 定义 在 区 间 [ae, 忆 上 的 有 和 界 函数 ， 则 /az) 
在 [a, 寻 上 是 黎 曼 可 积 的 充分 必要 条 件 是 :Aiz) 在 [ai 上 的 不 连续 
点 集 是 零 测 集 ， 

证 明 根据 振幅 函数 的 定义 可 知 ， az) 在 一 点 zo 处 连续 当 上 且 仅 
当 wjfzo] = . 于 是 ，Xz) 在 [上 的 不 连续 点 集 是 零 测 集 ， 等 价 于 
wz) = 0 a.e.[a. 由 于 wf(z] > 0 它 又 等 价 于 

/redz 一 0. 

由 了 Flz) 在 lo: 切 - 工 黎 此 可 积 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 的 达 布 上 、 下 积 


分 相等 ， 即 
1/ Jade-/ FoJgdz = 0. 


于 是 由 引 理 3.2.9 即 得 定理 结论 ， 


定理 3.2.10 彻底 地 解决 了 黎 曼 积分 的 可 税 性 问题 . 直观 地 看 ， 黎 
曼 可 积 函 数 应 局 部 地 接近 了 常数 ， 因 而 应 有 较 好 的 连续 性 ， 但 是 像 定 
理 3.2.10 这 样 精确 表述 的 结论 ， 尼 不 能 在 黎 曼 积分 理论 的 框架 内 得 出 
的 ， 势 必要 求 动 于 Lebesgue 测度 理论 和 积分 理论 . 关于 黎 曼 积分 的 可 
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积 性 理论 是 Lebesgue 理论 中 最 精彩 部 分 之 --， 它 显示 了 Lebesgue 测 
炭 理 论 和 积分 理论 的 巨大 作用 和 威力 . 


例 5 定义 黎 曼 函数 如 下 : 当 z 是 无 理 数 时 ,Flz) = 0 当 z = 
mm, 和 与 m 是 互 质 自然 数 时 ， jz) = 17ni 又 JI =0. 则 有 fr) 在 
[0, 1] 上 是 黎 曙 可 积 的 . 

事实 上 , 当 0<z<1 时 ，0<fz<L 任 给 meERN 仅 有 有 限 个 
zE [0,1], 使 得 六 z) > 17m. 不 难 推出 ， 下 z) = 0, ae. 扣 ,1]. 特别 在 无 
理 点 re (0,1 处 连续 ， 因 而 几乎 处 处 连续 . 故 范 数 ffz) 在 i0,1] 上 黎 
曼 可 积 且 








1 


1 fladz= 大 yaz=0 


注意 ， 例 5 中 的 黎 曼 函数 帮 z)] 在 每 个 有 理 点 z E (0,]] 处 间 斯 - 
可 见 歼 曙 可 积 函 数 的 间断 点 仍然 可 能 非常 多 ， 以 至 于 在 定义 域内 处 处 
稠密 . 


8$3.2.3 工 (CC 大,A) 中 积分 的 极限 定理 

上 述 关 于 Lebesgue 积分 的 极限 定理 都 很 容易 准 广 到 抽象 测度 空 
间 上 的 可 积 函 数 类 中 .由 于 证 明 震 同 ， 以 下 将 只 叙述 结果 ， 

定理 3.2.11(Lebesgue 基 本 定理 ) 设 范 数 列 { 记 (中 )} 是 测度 空间 
( 蕊 ,大 站 上 的 非 负 可 测 函 数列 ， (2) = 和 , 则 


六 人 va (3216) 


和 一 


1 jlzjntdz) = 
让 


推论 3.2.12 若 {4h} 是 X 的 互 不 相交 的 可 测 子 集 ， 和 = 4 
当 阴 数 ffz) 在 X 上 有 积分 时 ， 7(z) 在 每 一 个 子 集 4 上 部 是 有 积分 
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的 、 特 别 地 ， 当 六 e ZL(X) 时 ， 了 e L(4w), 并 且 
人 Jp69= > 上 CDwda) (3.2.17) 


定理 8.2.13 (Fatot 引 理 ) 若 fjf(z} 是 (大 ,站 上 非 负 可 测 函 
数列 ， 则 


三 血 endas 加 人 enlaa (3.2.18) 
路 到 OoC 全 全 DO 和 


定理 3.2.14 (控制 收敛 定理 ) 设 { 态 (z)} c 哎 ( 式 , 疡 由 , 且 有 
im 户 () = Fa)， pas 
若 存在 函数 Ftz) < LOX), 使 得 对 于 yn e N, | 所 (| < ED， ae ， 
则 zj em= 2 FeL), 且 
im 人 户 (ejaldz) = 人 fjulda (3.2.19) 
函数 F(z) 称 为 函数 列 { 疡 {z)} 的 控制 函数 ， 
推论 3.2.15 设 {r()} c 台 ( 富 大, 辣 , 且 画 数 列 { 记 (Ga)} 依 测度 
/ 收 策 到 末 数 /(z), 若 存在 F(z) e ECG)， 满足 
| 疡 (az]| 近 下 { 了 用 86， 下 一 1 2， 
则 记 ( E 天 三 )， 下 一 12 Fr ez, 旦 
丽人 eat = 人 Hunan (3.2.20) 


下 一 交 0 是 


推论 3.2.16 (有 界 收 敏 定 理 ) 设 pf(X) < oo,{ 六 (ae EC). 且 

{ 记 人 )] 一 致 有 界 , 即 存在 常数 M > 0, 使 得 | 户 人 zj < 了 省 二 站 2 ， 

yz 二 于 .出 当 六 (zz) 一 Fr，Aae 或 { 太 ()} 依 测 着 收 效 到 Fr) 
时 ， 均 有 

im 人 六 (outdz) = 人 Jajutda， (3.2.23) 
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习 题 
1. 流入 (zz) E 切记 ) 一 12 9) E 了 五) . 车 户 () 宁 了)， 
证 明 
/ lm (zjdz < lm 1 六 (zjdz， 
五 位 一 ooc 了 下 DJ 民 
若 万 (z 科 9fzh 证 明 
/ lim Fatzydz > im / 万 (dz 
呈 下 一 下 一 症 吓 百 
2. 设 4 是 常数 ， 六 二 (五 ) 二 12， 且 
人 fa(zlldz < 对 
若 太 ({z) -fc ae [加 ,或 太 们 ) 定 Fo 站 ,证 明了 E 天 ( 瑟 ). 
3. 设 0<a< 记 人 zz] = eernoz -perntz mi=12… ,验证 


”Pdzz 六 和 Fldz 
二 人/ zjdz 人 二 zjdz 


oo 交 
理 2 lzildz = oo 
Sin 于 


4. 求 极限 lim 人 -时 dz 


S 1 十 mT2 
“ im ( 十 豆 2 天 de 


6. 求 极限 lim 5， 7Z dz， 


moo 用 1 十 只 273 








-了 丁 


. 求 极限 lim 广 G+ 二 ) dt 
ai] 疾 玫 


ED 


. 求 极限 lim 1 (nz+ =) dz 


5 Sin om 
, 证 明 ， -一 一 一 dr 一 一 -一 一 冬 1). 
9 证 明 ， 人 do 二 1 (29 
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10, 设 是 一 个 常数 ，m{ 五 ] < sc, Fa) 是 忌 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 
若 
1 FT 
素 


证 明 存 在 一 个 可 测 集 4 居 瑟 ,使 得 FLz) = X4Iz)，&e.[ 百 |]， 
11. 设 刻 他) 人 = 112) 在 区 间 la. 引 上 黎 曼 可 积 ,{ 记 (2)} 一 臻 
收敛 到 函数 六 zj), 证 明 Flz) 在 fe: 引 上 也 是 黎 曼 可 积 的 ， 
12， 的 ffz) 在 区 间 [日 上 有 界 ， 其 间断 点 集 只 有 可 数 个 慨 
限 点 ， 证 明 ffz) 在 [a, 蝇 上 黎 曼 可 积 . 
13. 设 了 是 互 了 上 的 非 负 可 济 函 数 ， 
im_ 广 (2)] = 拓 2)， ae.[ 吾 ]. 








已 知 并 9 E 志 百 )， 
im 多 dz 三 上 站 1d， 
证 明 对 于 任意 可 测 集 4 C 已 有 
有 /podz= 人 fanas 
14. 设 斤 站 { 瑟 (font 上 是 可 测 集 至 了 上 的 可 测 函 效 ， 满 
是 | 三 to 人) 以太 
im 万 人 人) = FUz)，a.e.[ 厂 |， im gmtz) = gfz)，a.e,[ 五 ]. 
又 若 当 gg E 工 ( 五 ), 还 有 
人 waz= 人 va 
证 明 疙 rz EL() 且 
im 一 天 人 dz 一. 
人 ma-Aalaz=o 
1 证 天 下 fE) 近 工 (五 ) 下 二 12 ， 
Jim_ 万全 三 zh)， a.e.[ 卫 ]， 
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证 明王 列 命题 成 立 ， 
及 -Anlaz 一 0 当量 仅 当 上 Alaz 一 人 lar 
鼎 : 瑟 所 
16. 设 { 记 四) 是 巨 上 的 可 测 茵 数 ，| 疡 (zj< co ae[ 可 ,号 mm 本 
< oo. 证明 { 志 (z} 在 巨 上 依 测度 收敛 于 零 (函数 ) 的 充分 必要 条 件 是 
人 IDiG+| 六 GD)rrdaz 0 
17. 设 {Ffz)} 是 巨 上 的 非 负 可 测 函数 ， 1{ 亡 (z)} 依 测度 收敛 到 
画 数 flz) ， 证 明 
/ jlzjdz < lm 上 太 (zjdz， 
再 玫 环 ca 才 巨 
18. 设 声 户 E ,ma 二 2…，， 且 对 于 任 一 可 测 子 集 4c 已 有 
dzs 人 Atods 几 二 2 
吉 仙 


lim edz= 人 fjde 


试 证 明 Jim 加 (z) = Fo) ae 加 

19. 给 定 可 测 集 吾 上 的 函数 A(z). 如 果 对 于 任意 > 0, 存在 已 上 
可 积 函 数 gfzj,R(z), 满足 条 件 gf < Hz) SRAch 且 

人 [Atz) 一 8]dzr < e， 

证 明 APfz) E 邢 (五 ) ， 

20. 设 { 瑟 ) 是 测度 有 限 的 可 测 集 列 ， 凡 有 

am 人 mm 四 -altz=o， 

证 组 存在 可 测 集 如 , 使 得 f(z) = Xe(zj， ae[Rn] 

21. 设 { 廊 (oz} 是 吾 上 的 非 负 可 积 卫 数列， Aiz) 是 吾 工 的 可 积 
蔷 数 ， 若 {utz)} 依 测度 收 和 化 天 Fo 所 


im 上 六 (zjdz = 上 Htcejdz， 
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证 明 
Ia - flzlldz =0. 
22. 设 Fo E 工 Ra> 0, 证 明 
Jim naz) 一， a.e,[ 取 !] 
23. 设 za Fo 呆 四 Et0,oo), 其 中 =< 韦 证明 积 分 
= 1 zf(adz， wets 昌 
站 
存在 且 是 + E (s 习 的 连续 函 数 ， 
24. 设 了 E FRI 试 证 明 
由 古寺 二 
1 天 二 十 有 dz 一 1 Fr)dz - 
各 马 十 芋 
25. 设 FE 工 (有 中. 若 对 于 RI 上 任 一 具有 览 支 集 的 连续 函数 gfz)， 
有 
三 7iagGDada 
及 1 
证 明 六 rz) = 0，a.e. 限 1. 
26. 设 有 可 测 集 五 己 [@, 训 ， Ti 瑟 有 ) 他 人 站 二 12 ， {far 是 
一 实数 列 ， 叉 设 


De 
3》 |ak|xXEufz) < co，a.e.[@a, 可 ， 


天 一 1 
证 明 _ 
> tk| < om . 
开 一 工 


*27. 已 知 flz] 是 民 ! 上 有 界 席 数 ， 若 对 于 每 一 点 > E 取 !, 极限 
有 7 + 鸭 
存在 ， 证 明 Fr) 在 任 一 区 间 {e, 引 上 是 黎 曼 可 积 的 . 
28. 设 faz) 是 百 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 甩 存在 正 数 对, 及 a<l 
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使 得 对 于 任意 的 x > 0, 有 
ya[ 吾 | 用 > A < 芝 . 
证 明 了 E 工 ( 五 ). 
29. 设 可 测 集 妃 c fo,]1], 证 明 函 数 Xefz] 在 [0,1] 上 是 黎 曼 可 积 的 
当 且 仅 当 mm( 再 \ 百 ) = 0. 
30. 设 Fr) E 0eo), 又 ID E 钾 ( 本 .车 存 在 对 > 0 对 一 切 
zet0,co), 均 有 |gz)jjzl < 对 , 试 证 明 


1 _ 
lim 1/ Frzlgfzidz 三 0 


83.3 重 积分 与 累 次 积分 


重 积分 与 察 次 积分 的 关系 是 多 元 微 积分 学 中 的 重要 课题 ， 以 二 元 
函数 为 例 ， 若 ffz, 切 是 长 方形 全 = [a. 引 x fc 可 上 的 连续 函数 ， 则 


/readzty= 人 da 人 ed 


三 占 
= 由/ reoar: 
上 述 等 式 中 累 次 积分 交换 次 序 是 很 有 价值 的 ， 在 黎 曼 积分 框架 下 .被 
积 函数 连续 性 条 件 可 以 减弱 ， 但 是 总 不 免 要 用 到 较 难 验证 的 条 件 ， 而 
在 Lebesgue 积分 的 框架 内 。 这 个 问题 在 本 节 将 得 到 完满 的 结果 . 


83.3.1 Fubini 定理 
设 4 , 互 是 两 个 集合 ， 4 与 互 的 稍 卡 儿 (Descartes) 积 指 的 是 集 


合 


4x 瑟 ={fz, 区 | 开 E4oE 了 31 {3.3.17 
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当 4= 了 到 ,日 =BR 时 , 令 m=2B+84x 吕 就 是 欧 氏 空间 BR" 若 
4CRz 了 TCR9 刚 4x 玫 Cn 称 4x 了 为 空间 防 "” 中 的 窍 形 . 特 
别 地 ， 当 4 是 维 可 测 集 ， 吾 是 g 维 可 测 集 时 ， 下 面 将 证 明 4 x 吾 
是 ?m 维 可 测 集 ， 称 为 可 测 矩 形 ， 

及 ”= Br+9 中 匹 可 以 表示 成 (2 如, 其 中 Y E 型 ?, YE BR 将 定义 
在 空间 暴 " 上 的 函数 了 的 积分 记 为 

人 FIdrdy 一 人 [72dzdy ， (3.3.2) 

称 为 氏 ?+9 上 的 重 积分 ， 对 于 固定 的 ze 到?，Fz, 作为 y 的 函数 在 
到 * 证 的 积分 记 为 


怕 四 = 人 eg)dy， (3.3) 
它 是 参 变 积分 ， 再 状 虑 范 数 玉 (z] 在 到 2? 上 的 积分 ， 则 有 黑 次 积分 
人 ErfT)dz 三 上 人 如 了 人 [Yady ， (3.3.4) 
同 梓 可 以 定义 交换 了 积分 次 序 后 的 累 次 积分 
/ uy 上 Ffz, gdz (3.3.5 
可 ? 琅 所 


在 Lebesgue 积分 框架 下 ， 本 节 的 Tonelli 定理 和 Fubini 定理 将 
分 草 给 出 如 下 的 结论 当 盟 数 fiz, 切 是 时 -了 上 的 非 负 可 测 函 数 或 
Jebesgue 可 积 范 数 时 ， 累 次 积分 存在 并 可 交换 次 序 ， 而 且 总 等 于 重 积 
分 ， 即 


/rendnty= 人 my 


一 人 qz 人 (rz,3)dy ， (3.3.01 

让 我 们 先 考 察 Tonelli 定理 ,分 析 如 何 证 明 对 所 有 R" 上 非 负 可 测 
函数 ，{3.3.6) 式 成 立 , 由 于 非 负 可 测 函 数 是 非 负 可 测 简单 函数 上 升 列 
的 极限 ， 故 只 需 对 任意 非 负 可 测 简单 表 数 证 明 {3.3.6) 式 成 立 . 又 由 积 
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分 的 线性 性 质 ， 归 结 为 对 任意 的 Rn" 中 证 测 集 百 , 有 等 式 ; 
人 XBf 人 zyjdzdy 一 人 dz 人 XEfT, dy 


一 人 dy 人 XEfz,2ydz . {3.3.7) 
定义 3.3.1 设 五 CRpP+9, 对 于 任意 的 ze 了 PP， 今 
也。 -= 体 取 |(z,z) E 瑟 } . (3.3.9) 
对 于 任意 的 y E R9, 有 
王 y 一 {7E 了 pz, 雪 E 五 } . (3.3.9) 
集合 已 称 为 吾 的 了 截 口 ， 忆 8 称 为 瑟 的 9 截 口 ， 
显然 
XB(UC 员 二 XBo ti 一 XEBY (Ti (3.3.10) 
于 是 等 式 (3.3.7) 可 改写 成 
rz 了 百 ) 一 人 madz 一 人 PifE2)dy . 【3.3.1) 


由 于 下 面 要 考虑 不 同 维 数 的 可 测 集 ， 对 于 上 自然 数 ” 我 们 将 要" 中 
全 体 Lebesgue 可 测 集 记 为 好 ;， 

定理 3.3.2 ” 设 对 于 任 间 的 自然 数 =P+9 吾 Egn, 有 

(1) 对 了 于 几乎 处 处 zx E 本 ， 忆 < ge 

(2) mm 人 (Ba) 在 型 ? 上 几乎 处 处 有 人 定义, 且 是 取 上 非 负 可 测 函 煞 ， 

G) m( 加 = 人 mn(Padr， 





记 满 足 定理 中 条 件 (1, (2), (3) 的 ” 维 可 测 集 全 体 为 只 集合 族 姜 
显然 是 非 空 的 , 而 且 共 C 禾 n .于 是 只 要 证 表 名。C 其 成 立 , 即 世 = 知 。， 
定理 就 得 证 ， 这 种 证 明 的 方法 在 概率 论 和 测度 论 中 是 一 种 非常 典型 的 
方法 .在 给 出 滞 理 证 明之 前 ， 首 先 考 虑 集合 族 久 的 性 质 . 
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引 理 3.3.3 下 列 结 论 成 立 ; 
睹 车 画 , 丽 E 续 画 门 三 = 量 则 也 U 防 E 引 
(2) 车 加 天 和 外 在 所 百 县 和 (到 < oo, 则 盏 \ 王 E 贡 
G] 若 { 瑟 } c 负 下 CC 丽 由 天 =12…, 则 局 本 E 处 
证 明 (1) 显然 成 立 . 
(2) 因为 (五 FEia = 豆 \ 丽 , 知 五 \ 王 满足 定理 3.3.2 中 的 条 件 
(人 ,由 于 mm 了) < oom 人 (ENE) =( 司 一 PE 又 由 于 集 人 台 王 满足 定 
理 3.3.2 中 的 条 件 (3 知 各 ( 瓦 ) 在 Re 上 几乎 处 处 有 限 . 故 除去 一 个 
关于 z 的 零 测 集 外 mm( 玉 ) 篆 有 限 ， 从 而 有 
m((BAP)] = mm( 肪 ) -mm( 玉 ) 
由 于 至 ,所 E 凯 立 得 集合 豆 \ 满足 条 件 (2 和 (3 引 ， 
(3 记 = UsiE 则 。 = Uszi( 瑟 )a 故 由 定理 2.4.2 知 
PR 二 im mh) ， 
mi{Ez) = lim mm((Ek)c) 
后 一 等 式 在 除去 关于 z 的 一 个 零 测 集 外 皆 成 立 . 由 于 亚 E 处 由 Levi 
定理 ， 易 证 得 吾 E 处 
定理 3.3.2 的 证 明 只 要 证 明 如, C 基 即 立 吾 E 九 。， 要 证 明 
五 E 下 面 分 别 按 集 合 五 的 不 同类 型 进行 证 明 . 
(1) 设 吾 是 盾 体 ， 则 有 百 = 了 工 x 关 其 中 7 和 了 各 为 到 和 了 ?中 


的 矩 体 ， 又 有 
才 了 EE 了 了 
据 : 一 
必 区 个 了 


| 赂 ， 世 导 了 工 ， 
一 0 ET 
， 了 ET 了 
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且 
m( 可 = HI= 人 mCBodz， 
这 说 明 百 E 蕊 _ 
(2) 若 吾 是 开 集 ， 则 吾 = 【上 五, 其 中 { 厂 } 是 "中 互 不 相交 的 


3 一 ! 


半 开 半 闭 矩 体 ， 由 (1) 及 引 理 3.3.3 的 人) 知 


点 
厂 = 全 五 E 忒 


了 一 工 

从 而 根据 引 理 3.3.3 的 (人 ,可 知 吾 < 处 

(3) 若 马 是 型 " 中 有 界 闭 集 ， 则 可 表 为 两 个 有 界 开 集 的 差 集 ， 从 
而 根据 引 理 3.3.3 的 { 们 , 可 知 百 E 处 

( 设 { 瑟 } 是 Ra 中 可 测 集 合 列 ，m( 画 ) < oo 环 D 丽 H 天 = 
1,2,…:，, 记 辣 

吾 = 门 到. 
并 一 1 

当政 E 山大 二 1,2…… 时 ， 有 了 吾 E 让 因为 丽 \ 酌 E 世 由 引 理 3.3.3 
的 (3), 可 知人 【上 BA 可 ) se 县 诅 根 据 引 理 3.3.3 的 (3) 即 得 


大 一 1 
杞 = 态 NU 人 NB) Ed 
下 一 工 
(5) 若 瑟 是 型 " 中 零 测 集 ， 则 百 E 处 事实 上 ， 可 选取 递减 开 集 列 
{G 申 :五 CeGk 大 =1,2 ,使 得 im rmtG 有 二 0, 记 
互 = 人 个 且 
此 一 | 
则 由 上 述 (2)》 和 (4) 可 知 ， 豆 < 区 显然 m( 召 ) = 0. 由 吾 C 豆 得 
乒 = 己 五 =. 了 是 由 
Ta( 五 ) 一 人/ rm 五 zjJdz 一 0， 
丽 ? 
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可 得 
rm 五 ] 一 0 = 上 ra 瑟 =)dz ， 
旦 ? 


故 鼠 满 足 定理 3.3.2 中 条 件 (3)， 工 述 等 式 还 说 明 ， 几 乎 处 处 > 习 
RP， mm 人 (如 ) =0. 国 些 也 满足 定理 3.3.2 中 条 件 (1 和 ( 细 , 故 互 E 蕊 

f6) 对 于 任意 妃 < g， 由 定理 2.1.11, 可 以 将 吾 表示 为 两 个 互 不 
相交 的 集合 的 并 ， 


5 人 (Dajus 


此 一 十 
其 中 每 个 政 都 是 有 界 闭 集 ， mmfE) =0. 由 人 的 以 及 类 似 于 (2 中 的 方 
法 不 难 证 明 ， 人 及 E 处 再 根据 (5), 立 得 五 E 委 


炎 一 1 
注 改变 zE 配 与 yE 取 "的 次 序 可 得 如 下 的 结论 : 当 王 E On 
时 ， 有 
(1) 对 于 几乎 处 处 了 E 性，B E go; 
(2 rm(BO 在 民 ? 几乎 处 处 有 定义 ， 是 了 上 非 负 可 测 函 数 ; 


{3) rm 五) 一 人 7 五 ydy . 


定理 3.3.4 假若 囊 与 防 分别 是 生 与 下 中 的 可 测 集 ， 则 
囊 x 瑟 E 骂 ,县 有 
Pa( 可 | x 瑟 ) = mm 本 ]px( 瑟 ) . 
证 明 四 为 


了 3， 了 E 厂 1; 
( 卫 ! x 吾 3jz 一 _ 
出 ， 部 所 五 1 ，? 


所 以 对 于 Yz ERPF，(EI x 本 jz eg 且 
9 (( 百 油 吾 :)=) 壮大 古 ) (7JrmR( 瑟 3)， 
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因此 若 能 证 明 可 x 玉 E 电 。 则 由 定理 3.3.2 可 得 
1 五 1 X 五 2) 一 上 XEN ET)Jrm( 五 3)dz 一 Tri( 五 2) . 
医 = 
现在 来 证 明 吾 x o E 知 w 由 于 刷 x 西 可 表 为 可 数 个 点 集 4x 
的 并 集 ， 其 中 4, 召 是 有 界 闭 集 或 零 测 集 . 故 只 需 讨 论 以 下 两 种 情形. 


f{L) 4 是 零 测 集 . 此 时 ， 对 于 任 给 的 = > ,可 作 弄 " 中 的 开 抢 蛋 
列 { 五 } 以 及 到 ? 中 的 开 抢 体 列 { 关 ) 使 得 


迪 区 吕 六， 3》 | 下 | < 
睛 一 1 天 一 芽 


刀 C ij 交 ， 和 nl < oo 
丘 一 1 


颇 一 工 








显然 4 x 瑟 被 下" 中 的 并 矩 体 列 { 到 x 三 } 所 绪 盖 ， 因 此 
nx 了) 芯 nmf Un 藉 站 】 


和 > > <s > 
上 一 二 缮 ] 【一 上 


这 说 明 4x 瑟 是 玖 ? x 民 ?中 的 零 测 集 ， 故 4x 旦 E 电 n. 

(2) 4 与 如 都 是 有 界 闭 集 . 易 知 4x 呈 是 型 x 民 : 中 的 财 集 ， 因 
此 是 可 测 集 ， 

注 记 丸 =f4xI4Eg， 了 3E 纠 小 它 是 全 体 可 测 抢 体 的 集 
合 ， 由 定理 3.3.4 知 尺 C 叫 。 由 召 生 成 的 = 代数 记 作 对 px 有 。， 称 
为 乘积 代数 ， 显 然 有 馈 ,，x 趾 ， C 蚌 。 可 以 证 明 立 吾 E 吕 。, 总 存 
在 零 测 集 Z c 万 , 使 得 E\Z E 9 x 吕 9， 还 可 以 证 明 ， 对 于 任意 的 
五 E 约 ix 捉 ， 总 有 太 。e 纠 ， Eu E 吕 p, 并 且 

Pt 五 ] 一 人 1 瑟 s dm 一 上 人 FE 五 2dg 
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积分 与 测度 是 相 和 下 的 ， 现 在 可 以 利用 帘 维 合 氏 空间 中 的 点 集 与 它 
们 在 低 维 欧 氏 空间 中 的 截 口 点 集 的 关系 来 讨论 累 次 积分 次 序 的 交换 问 
题 - 


定理 3.3.5 (Tonelli 定理 }) 记 史 =P+d，, 设 Flz,g 是 及?+9 = 开 " 
上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 

(1) 对 于 郊 乎 处 处 的 > E BR， 函数 六 rz，) 是 下? 上 的 非 负 可 测 函 
数 ; 

(2) 积分 ， 
下 加 = 人 yeahdy 

在 Rs 上 史 乎 处 处 有 定义， 是 RP 上 的 非 负 可 测 函 数 ; 

(e) 重 积分 与 票 次 积分 相等 


/yearty= 人 _(ajda 


-人 人 Fr)dy . 


证 明 由 定理 3.3.2 知 , 对 于 任意 可 测 集 马 e 锦 ., 特征 函数 xs(2) 
满足 定理 的 条 件 {);,(2),(3), 因 非 负 可 测 简 单 上 是 数 也 注 足 定理 条 件 
(2) 3) 考虑 非 负 可 测 陆 数 Fiz, 芒 , 它 是 非 负 可 测 简单 函数 上 升 列 
的 极限 ， 直 Levi 定理 ， 易 知 Flz, 妇 满足 定理 条 件 (1),(23),(3). 


从 定理 证 明 可 议 看 册 ， Toneili 定理 是 定理 3.3.2 的 直接 推论 ， 而 
在 Tonelli 定理 中 将 非 贫 可 测 函 数 取 作 可 测 集 的 特征 数 ， 即 得 定理 
3.3.2. 因此 定理 3.3.2 与 Tenalli 定理 是 等 价 的 . 


注 改变 两 个 累 次 积分 的 次 序 ， 结 论 仍 成 立 ， 即 
人 yenazt = 人 和 人 Aid 


一 人 由 人 了 [区 2 ， 





轨 3.3 重 积分 与 累 次 积分 141 


定理 3.3.6(Fubini 定理 ) 若 六 E 大 ( 术 n), Rn 二 束 p x 到 9， 刚 

(0 对 干 几 乎 处 处 的 ze 芭 ， ftz, ,) 是 Re 上 的 可 积 函 数 ; 

@) 瓦 (z) = 上 (zady 在 到 上 玫 乎 处 处 有 定义 ， 是 R 上 的 
可 积 晤 数 ; 


(3) 重 积分 与 累 次 积分 相等 ， 


人 endzg= 人 和 ycnd 


=/ dz 上 Fo)dU - (3.3.12) 
起 了 素 P 

证 明 令 za = 六 (用 一 广 人 及 , 则 根据 非 负 可 测 函 数 的 
Tonelli 定理 可 知 ,函数 产 (z, 娘 与 广 (z, 凡 满足 定理 中 的 条 件 (1;(2)， 
{3), 并 旦 涉及 到 的 积分 都 是 有 限 的 ， 因 此 可 以 相关 于 是 可 知 Fz，,g 
也 满足 定理 中 的 条 件 (1),(2),(3)， 

应 用 Fubini 定理 是 十 分 方便 的 ， 首 先 ， 在 具体 问题 中 被 积 函 数 
ffz,g 的 可 测 性 适 常 不 成 问题 . 其 次 ， 若 函数 了 非 负 ,， 则 由 Tonelli 定 
理应 用 公式 (3.3.12) 时 无 需 验证 任何 条 件 ， 例 如 不 必 考 虑 可 积 性 ,着 
枉 数 不 是 非 负 画 数 ， 则 可 预先 利用 等 式 


/Uedag= 人 ie 人 icon 
判定 画 数 / 的 可 积 仁 ， 然后 再 应 用 公式 (8.3.12) 


注 即使 fc,3 的 页 个 昧 次 积分 存在 且 相 等 ,函数 ffz, 在 
上 也 可 能 是 不 可 积 的 
作为 Fubini 定理 的 应 用 ， 考 虑 可 测 函数 的 卷 积 ， 设 7(z) 和 9(z) 
是 Re 上 的 可 测 函 数 ， 若 积分 
人 -ogga 
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存在 ， 则 称 此 积分 为 了 与 9 的 卷 积 ， 并 记 为 /+ gfz)- 于 是 有 
frgm= 人 ye-yeb)dy (8.3.1 
作 平 移 变 换 > -yy = :, 不 难得 到 卷 积 的 交换 性 ， 了 *9 一 9x 了 
注意 ， 这 里 的 数 flz 一 几 是 型 " x 了” 工 的 可 测 函 北 . 
定理 3.3.7 设 广 ERE"), 则 卷 积 fr*gfz) 对 几乎 处 处 的 工 皇 避 " 
存在 ， 了 * 9 E 工 (Rn), 且 . 
术 中 f 了] | 可 隐 es dz. 
人 rsalazs 人 alaz 人 el 
证 明 首先 ， 设 Flz) > 0, 9g(z) > 0. 因为 FIz 一 胃 9 人 是 惠 ” x Rn 
土 非 负 可 测 果 数 ， 所 以 根据 Tonelli 定理 ， 得 


人 az/ re-oooa= 人 2 人 Flz 一 bgfbdz 


- 人 5 由 二 人 ftz -bdr= 上 人 9 二 上 人 Flzjdz < oo 
这 说 明 f * g(z) 几乎 处 处 有 限 ， 且 有 
未 中 { 下 一 dz . 
全 Proatz= 人 sd 人 yodz 
其 次 ， 对 于 一 般 情形 ， 只 需 注意 11 * gzj| < 1 x lel(a), 从 而 有 
人 readzs 人 Usalaae= 人 人 Madz 人 alaz<w 
定理 证 举 
下 面 讨论 积分 的 几何 意义 ， 它 是 定理 3.3.2 的 另 一 个 应 用 ， 给 冠 
已 Eghu, 设 jz) 是 上 的 非 负 实 值 函 数 ， 点 集 
re(P= (ce 有 EReHlze 有 yj) (314 
称 为 了 在 巨 上 方 的 图 像 ， 点 集 
G(J)={e 有 JeRrhlzeBO<ySfa) (3315) 
称 为 7 在 马 上 的 下 方 图 形 集 . 
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定理 3.3.8 给 定 瑟 E 九 ffzy 是 互 上 的 非 负 实 值 画 数 . 
() 若 Flz) 是 可 测 函 数 ， 则 Te 六 ,G( 门 < 名 + 且 


rm 人 TEL 门 ) 二 0， (3.3.16) 
mtG(P) = 人 rdz， (3.3.17 

(2 若 双方 E 叶 9 则 天 z) 是 可 测 函 数 ， 且 有 
mtGUn) = 上 Hojdz， (3.3.18) 


这 是 黎 坚 积分 中 曲 边 梯形 面积 意义 的 推广 . 
证 明 (D 首先 ， 证 明 me 六 ) = 0. 不 妨 设 m(E) < co. 对 任 给 
1 >0, 令 孙 ={E 瑟 16< He)< (+DEH 大 =012…… 显然 有 


Tz( 门 = Tec(h， 
开 二 心 
从 而 得 
mrfTe( 站 <》 metTmt SS》 jn( 瑟 ) 一 On( 瑟 ). 


0 80 
由 4 的 任意 性 知 me(D 门 ) = 0， 
其 次 ， 证 明 G( 方 E 是 1 以 及 等 式 (3.3.17). 若 ffz) 是 个 可 测 
集 上 的 特征 函数 ， 结 论 显然 成 立 . 从 而 对 于 非 负 可 测 简单 函数 结论 也 
真 . 对 于 一 般 的 情况 ， 可 作 非 负 可 测 简单 函数 的 上 升 列 pk(?), 并 收 伍 
于 Fr), 易 证 
Gei] CC(phH， RU U 人 teb) = 安 ( 广 ， 


>1 
由 于 Fe 是 Rnti 中 的 零 测 集 ， 所 以 GCP) e girl 而 且 
mtG( 有 ) = lim mlG(eo) = im 了 上 extzjdz = 上 Flzjdz， 


人 记 吾 = 双 ( 用 , 它 是 了 "+l = 到 xBR" 的 可 测 集 . 由 定理 3. 和 2 可 
知 ， 对 几乎 处 处 的 yE 棵 :, 互 的 截 口 集 吾 (g] = {zE 吾 | 人 2 E 五 }E 
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9 因为 豆 () = fE | ye) > 攻 ， 故 除了 一 个 零 测 集中 的 y 值 以 
外 ， {z e 吾 |ffz) > 引 是 可 测 集 ， 这 说 明 flz) 是 已 上 的 可 测 函 孝 ， 
根据 (1), 即 得 

mtG(D)= 人 yodz， 


83.3.2 ”测度 空间 上 的 重 积分 与 暴 次 积分 


上 述 重 积分 与 Fubini 定理 的 Lebesgue 积分 理论 也 可 并 行 推广 到 
抽象 测度 空间 中 , 设 (2 大 ,站 ,( 隐 9) 是 两 个 给 定 的 测度 空间 . 令 2 = 
瑟 x 了 , 考虑 形 如 4x 互 E2 (4e 和 天 吾 Eg9) 的 集 台 ， 称 为 2 中 的 
可 测 矩 蛋 . 全 性 2 中 的 可 测 矩 体 记 作 丸 , 由 及 生成 的 ec 代数 记 作 
豁 , 于 是 (2 入 是 可 测 空间 ， 称 为 (, 生 ) 与 (世人 的 乘积 空间 ， 记 成 
(2 天) = (全 ,F) x (23 对 于 任 给 的 王 E 开 ,YzEXYYET, 定义 

可 = 1 El 用 E 吾 可 ={fzreI(z 有 6 五 }， (3.3.19) 
称 为 集合 吾 的 截 曲 ， 


定理 3.8.9 设 (X,F) 与 ( 忆 9) 是 两 个 x 有 限 测度 空间 ， (2, 3) 
是 区 与 了 的 乘积 测 庆 空 间 , 则 存在 唯 - -定义 于 3! 上 的 o 有 限 测度 和 
使 得 以 下 条 件 满足 ， 

(MAxBy= MA4) xu(B)，Y4x 盏 ET 

人 2) 对 于 任 给 的 瑟 E 天 ,有 

MB = 人 Bedz) = 人 WEjvldy) (3.3.20) 

空间 2 上 的 测度 称 为 i 与 v 的 乘积 测度 ， 记 作 = zx 必 称 
伺 玉 为 是 (总 大 月 与 (9 全 的 乘积 测度 空间 ， 记 作 (2,3, = 
(大同 x( 世 9 由. 

证 明 证 明 分 4 荡 ， 
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(证 明 每 个 可 测 集 已 E 4 的 截 口 都 是 可 测 的 ， 令 
5 一 全 c ZE 的 截 口 都 可 测 )}， 
只 需 证 明 3{ CE. 若 4 x 已 是 可 测 矩 体 ， 则 其 截 口 是 4 号 或 @ 因而 
4xPEE 故 吧 CE. 芹 瑟 Ez{fE5 CE TENX YET 则 
(Us -UsegG (BE = (本 re9i 

同 理 (U 丽 ) ,(Bojy e 丰 . 故 UB, BEE 可见 E 是 o 代数 因此 
和 CE 

四) 若 芒 上 的 集合 族 多 c 2xX, 满足 条 件 ， 当 {4s]} c 大 为 单调 列 
时 ， 仍 有 lim 4n e K, 则 称 集合 族 K 是 单调 族 ， v 代数 是 单调 淡 . 车 
单调 族 上 还 是 一 个 代数 ， 则 大 是 一 个 代数 

(3) 任 给 吾 E 了, 今 证 

En= 人 wmvly (3.3.21) 
和 
首先 考 塌 AN) < oo, v(Y) < oo 情形 记 
={EEl03.3.21) 式 成 立 }， 
只 要 证 明 3f CC. 由 民生 成 的 代数 记 为 5. 若 已 = 4 x 互 上 及 , 则 有 
人 Enlda) = ACEB) = 人 wovliy) 

于 是 及 C C， 易 见 每 个 马 E 8 可 表 为 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 矩 体 之 
并 .而 上 对 有 限 不 交 并 运算 封闭 , 故 BC C. 车 { 配 ] CC 为 升 列 ， 则 
由 Levi 牢 理 得 


人 ((UB) jn = 人 到 vonlaa 
= 人 (Byajada = 训 人 o(eo9va 
区 玉 


= /es((UBg))ray， 
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故 品 BEZ&. 类 似 地 ， 当 {Ea} 是 二 中 的 降 列 时 ， 仍 有 上 门 Br EC 可 
见 茎 是 单调 类 . 以 寻 记 由 吕 生 成 的 单调 类 ， 即 歼 为 所 有 包含 如 的 单 
调 类 的 交 . 因此 C CC 

今 证 卫 是 一 个 代数 ， 于 是 也是 a 找 数 ， 从 而 有 玉 CDPCZ 成 
立 ， 任 给 百 E 卫 , 令 

DB 一 { 下 和 了 | 本 有 吾 , 百 门 E 了 1 

显然 1 已 EDai 若 忆 EDr 则 下 ED5iDp 也 是 单调 类 ， 如果 五 E 了 3， 
那 各 了 CDPr, 从 而 厂 C Dr 这 双 推 出 Y 玉 ED 有 日 CDDPr, 从 而 
刀 CPPz, 这 表明 五 是 一 个 代数 . 

当 AI = oo 或 vE) = oo 时 ， 可 到 王 不 相交 的 可 测 短 迟 {4， x 


了 n}, 使 
2 = 人 如 xx， 区 4 < cc， 区 Ba) < oo， 


尾 给 二 E 开 , 令 囊 = 五 ntdnx 吾 ,利用 上 段 所 证 有 


AN 
= 人 or = 大 Eva 


( 任 给 互 E31 令 
A[ 五 ] = 囊 yufdz， 
加 = 人 )ufdz) 
则 》 江 足 定 理 中 的 条 件 (0) 和 (2), 容易 验证 入 是 一 个 e 有 限 测度 .只 
- .性 是 显然 的 ， 二 是 定理 得 证 . 
考虑 区 积 测度 空间 (2 71 AN = (0 丰 门 x ( 罗 9, 臣 二 的 非 负 入 可 
测 丽 数 / 它 在 2 上 的 积分 可 记 成 
/GaMaa= / HtzDutazjztdy， 


与 欧 氏 室 间 上 Lebesgue 重 积分 与 泉 次 积分 可 交换 理论 相仿 ， 有 下 还 
ToneHi 定理 与 Pubini 定理 . 
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定理 3.3.10(ToneHli 定理 ) 令 
( 开 和 二 【全 天 站 X( 人 外 夺 
是 乘积 测度 空间 ， 了 是 3 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 风 
(1) 对 于 Yzre 函数 fo) 是 Y 上 的 非 负 > 可 测 函 数 ， 对 于 
YY EY, 郴 数 九 -, 妇 是 了 上 的 非 负 岂可 测 画 数 . 
(2 积分 
抽 四 = 人 Feig)z(dg 
是 坟 上 的 非 负 A 可 测 画 数 ， 积 分 
书 人 = 上 Featda 


是 立 上 的 非 负 > 可 测 函 数 . 
(3) 重 积 分 与 累 次 积分 相等 : 


Ga= 人 ra 人 7 


= /van 人 renta 
对 于 一 般 的 (2, 3t, N) 上 的 可 积 函 数 ， 累 次 积分 交换 次 序 仍 成 立 . 
定理 3.3.11fFubini 定理 ) 设 六 E 工 (2 开国, 则 
(对 于 九 几 平 处 处 的 ze 蕊 函数 ffz, ) E LOP); 对 于 过 几乎 
处 处 的 y ET 函数 六 , 轨 E 大 ( 民 ). 
(2) 积分 
下 加 = 人 ranvl 
是 世上 可 积 函 表 ， 积 分 
用 全 = 人 7 
是 站 了 上 的 可 积 画 数 . 
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(3) 重 积分 与 累 侈 积 分 相等 ， 


MG= eandarlg) (3.3.22) 
苹 区 
= oa /rrtdy (3.3.23) 
和 
= /ran res)ntda) (3.3.24 
入 人 
习 题 
1. 求 积分 


25 2 2 、 二 
1 {e-“z 一 6 嫩 ) 一 dz，D<a<R， 
站 证 


2. 求 积分 


广 工 (e-as 一 e 名 )sinzdz， 昌 <a< 瑟 . 
厂 并 
3. 设 Je (io,1] x [o,]), 证 明 


1 人 三 =- /yeoaa 


4 设 7e Eloal),sto) = 三 ae 证明 


/ gfz)dz 一 / jzJdz ， 


5. 设 上 Ezto) 证 明 


太太 ou = 红 太 road 
6. 设 Fe zfle 纯 ,证 明 


/由 太 rodu=o 


7. 设 六 9 Et[a, 可 )，(z) 一 三 了 ( 间 dt G(z) 一 / gf 的 dt 证 明 


各 
Feneejdz = tnjca 





由 忆 
-/ FIZTIGIzJdz . 
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8%. 设 当 zy 为 有 理 数 时 帮 z, 妨 = 0, 否则 Fa, 妨 = 求 积分 
/ / 7 的 dzdy 
9. 民 了 C00i, 呈 CC 了 x 若 对 于 每 一 个 zE 邱 可 与 了 NE 培 
可 数 ， 证 明 五 不 可 测 ， 
0. 令 Flz) 是 下 " 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 定 义 函 数 
委 ( 困 三 m( 了 (> 的 让 
严明 /Jodz= /eay: 
1 令 访 9 是 吾 C 权 :了 非 负 可 测 画 数 ， 证 明 对 一 切 了 > 0， 
9 人 地 ] 二 ) 了 zidz 


上 ja jeodz= 人 et)dg 


12. 设 六 EzEfe: 负 在 [@ 引 外 ，FZ)=0. 令 
1 2 十 所 
oa-= 志 人 太 ，7Gdt， 


放 
三 eolazs 广 rela。 


13. 设 扩 9 是 可 测 集 五 上 上 的 可 测 函 数 ，mm() < ee. 若 六 7) 8 
在 吾 x 召 上 可 积 ， 证 明 /zz),9(z) E 工 ( 瑟 ). 
14. 求 积 分 


De 1 ， 
D 1/ 1/ dzd2/ 人 人 二 dr 
zs0 >0 (1 十 号 二 十 工 全 妨 G 二 二 人 一 


15. 设 了 EE(0oolj，Fz) > 且 / fdt > 0 令 





存在 ， 上 且 


证 明 





Fa = 人 FDdt > 0 
了 40 
证 明 :， 王 蔚 却 (0,oo) . 
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“16. 设 flz),9(z) 是 可 测 集 已 土 可 测 函 数 ， 旦 了 的 值 域 ran( 朋 
cd 8 人 >0 人 sejdz = b etz) 是 外 可 上 的 四 函数 ,证明 镶 森 
(Jensen] 不 等 式 ; 

pc( /asdzj < /oreloadr 
( 握 示 : 一 个 画 数 P: (ec 可 一 下 称 为 凸 函 数 ,是 指 Yst E (c 内, 和 E 
{0, 瑟 , 有 
(AS 十 代 一 人 六 革 Ap(s) 十 人 一 为 中 . 
当 攻 数 w 是 片 函 数 时 ， 它 在 至 多 除 一 个 可 列 集 外 的 点 上 都 是 可 微 的 . 
枉 取 加 E (ec 可, 则 存在 常数 太 司 得 Pt 区 一 Bt) 之 下 一 如 ) ,YitE (fc 村) 
17. 设 fiz),9(z) 是 百 上 的 非 负 可 测 函 数 . 若 fz7)g(7)] > 了 E 五， 
且 mm( 瑟 ) = 1, 斌 证明 
1/ /adz 上 9(Z)dz 宇 |， 
所 甩 
18. 设 4, 忆 是 Ban 中 可 测 集 ， 试 证 明 
人 坑 ((4A 人 人) 门 吾 Jdz =7m 人 (4 mm( 吾 ) . 





19. 设 
了 -| 本 0 
=3# 三 0. 
问 ， 划 Az 芒 在 [0 xfolH 土 的 两 个 累 次 积分 是 否 存在 ? 若 存在 
是 否 相 等 ? 
(2 Frz, 作 在 [0 x 上 ,1] 上 上 是否 可 积 ? 
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在 前 面 几 章 中 ， 我 们 是 将 函数 作为 研究 对 象 ， 考 察 了 郴 表 的 可 测 
性 和 可 积 人 性， 建立 了 可 测 函 数理 论 与 Lebesgue 积分 理论 .与 黎 曙 积 
分 理论 相 比 较 ， 这 个 新 的 积分 理论 扩大 了 积分 的 对 象 ， 但 是 ， 如 果 把 
Lebesgue 可 积 函 雪 的 全 体 作 为 一 个 集合 来 考虑 ， 这 个 集合 还 将 呈现 出 
与 欧 氏 空 间 极 其 类 似 的 空间 结构 和 空间 性 质 ， 本 章 将 要 研究 这 种 空间 
结构 与 空间 性 质 ， 不 过 本 章 将 在 更 广泛 的 函数 类 组 成 的 集合 上 来 讨论 
这 个 问题 ， 

本 章 将 考察 “ 卫 次 可 积 函 数 类 ” DZF( 酝 ), 其 中 瑟 是 至 " 中 的 可 测 
集 ， p 是 大 于 或 等 于 1 的 正 实 数 . 当 P = 工时， 已 ( 忆 ) 就 是 全 体 集 
合 召 上 的 Lebesgue 可 积 函数 ， 现 在 着 重点 不 是 其 中 各 个 函数 的 积分 
性 质 ， 而 是 研究 集合 中 函 表 与 冰 数 之 间 的 相互 关系 ， 研 究 这 些 集合 作 
为 整体 的 结构 ， 如 线性 结构 、 拓 扑 结构 和 分 析 结 构 . 在 Z2( 忆 ) 上 引入 
由 积分 定义 的 度 其 

df9= 呈 一 引 (9E 下 (本 )， 

通过 这 个 度量 在 这 集合 妇 ( 可 上 引入 拓扑 .依靠 这 个 度量 ， 在 王 ( 五 ) 
中 可 以 建立 类 似 干 欧 氏 空间 的 空间 结构 , 这 就 是 所 谓 的 Z2 空间 理论 . 
我 们 将 研究 这 个 空间 在 这 个 度量 下 的 完备 性 以 及 这 个 空间 中 的 函数 列 
的 各 种 极限 性 质 . 

众所周知 ， E( 百 ) 空间 理论 不 仅 是 调和 分 析 理 论 的 基础 ， 也 是 沟 
通 实 变 函 救 理论 与 泛 函 分 析 理 论 的 一 个 重要 概 纽 . 它 不 仅 在 分 析 学 中 
占有 非常 重要 的 地 位 ， 而 且 在 其 他 各 数学 分 支 领域 中 都 有 着 极其 广泛 
的 应 用 . 
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84.1  Z2 空 间 


8$4.1.1  Z 室 间 的 定 尺 


定 光 4.1.1 令 瑟 是 了 ”中 可 测 集 ， 
0 设 Xo 是 五 上 的 可 测 函 数 ， 产 > 1 记 
上 


Hp=( /rapdz) ， CD 
称 |7 几 为 了 的 Ze 范 数 (或 P 模 ) 令 


JP( 梧 = {f E 归 ( 动 上。 < oo}， (4.1 罗 
称 ZP( 瑟 ) 为 吾 上 的 天 空间 . 
(2) 设 /ftz) 是 召 上 的 可 测 函 数 ， 如 果 存 在 M > 0， 使 得 |/(z)| < 
M, ae[ 梧 , 称 flz) 为 本 性 有 界 的， 对 一 切 如 此 的 M 取 下 确 界 ， 记 为 
Il。, 称 它 为 F(z) 的 本 性 上 界 . 用 ce(B) 表示 在 吾 上 由 本 性 有 界 函 
数 的 全 体 构成 的 集合 . 
当 了 E ze(B) 时 ， 易 人知 


le = if SPA17(， (4.1.3) 


Ti[ 宝 ) 一 侨 
上 一 章 所 讨论 的 Lebesgue 可 积 函 数 空间 工 (五 ) 即 是 上 述 定 义 中 的 
(可 空间 . 
注 1 考虑 抽象 测度 空间 (X, 太 , 问 , 也 可 定义 其 上 的 Ze 空间 ， 
四 设 /ia 是 和 上 的 直 可 测 函 数 ，p > 1, 记 
Il = ( 人 HPatda) (4 
称 jj 为 了 的 范 数 ( 或 妇 横 ， 令 
(和 天 有 同人 Fe 如 (和 志 站 |<ooj， 413) 
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称 F( 天 ,开门 为 百 上 的 2 空间 ， 简 记 作 EP( 七 )， 

(2) 设 Flz) 是 瑟 寺 的 左 可 测 兽 数 , 若 存在 M > 0, 使 得 |Fzil < 
1 HA ae ffz) 称 为 本 性 有 界 的 ， 对 一 切 如 此 的 虹 取 下 确 界 ， 记 为 
中 fl 称 它 为 疙 >) 的 本 性 上 界 . 用 Ze ( 蕊 ,大 ,站 表示 在 夸 上 由 本 性 
有 界 函 数 的 全 体 构成 的 集合 . 

当 了 E Zes( 基 ,大 ,由 时 ， 易 知 


Ho= inf sup | 六 2 4.1 .6 
le = 攻 SG (4.1.9) 
F[ 空 ) 一 0 


以 下 讨论 的 (五 ) 空间 的 理论 在 Z2(, 和 ,站 空间 中 也 成 立 ， 不 再 细 
述 . 

下 面 约定 1<pd<soo pi+eg =1l 称 pp 和 3 为 共 辆 指 玫 ， 
于 是 2 的 共 辆 指数 是 3, 1 的 共 生 指 数 是 so，co 的 共 二 指 数 是 1， 当 
1<p<oo 时 ，9=BVP 一 世 . 

定理 4.1.2(Hilder 不 等 式 ) 设 忆 是 mn 维 可 测 集 ，Dp 与 g 是 共 
辑 指 数 ， FE ZEP()， 9 E (五 )) 则 有 

上 gl ellelle， { 和 1 

证 明 若 p= 于 则 了 = oo, 此 时 不 等 式 (441.7) 为 

/Geeldzslele 人 ylde 
它 显然 成 立 ， 以 下 设 1 < p < oo. 当 jl = 0 或 ll = 0 时 ， 
总 有 ffz)g(tz) = 0,a.e.[ 可 , 于 是 (4.1.7) 式 也 显然 成 立 . 故 只 需 考虑 
上 上 栋 >0,l8lle >g 的 情形 在 公式 


< 中 入 > 0 
放 9 


鲜 由 于 lnaz 在 z > 0 上 是 上 止 函 数 ， 所 以 二 maa 十 二 In 祥 I( 辣 十 )， 居 而 
alypbly9 袜 三 十 生 ， 
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中 ， 


可 得 


将 上 


时 的 
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令 
_EHGDP ll 
[有 上 9 ， 
lflejstzj| LOP 1lg(o 
这 


式 作 积分 ， 即 得 不 等 式 (4.1.7). 证 毕 . 
当 1<p<eo ELP( 百 )， 中 E 到 (本 时 ， 由 不 等 式 (4.1.7) 得 出 





/retazls( /ve Jpao) ( / earaz) 。 (4.1.8) 
Hilder 不 等 式 的 一 个 重要 特例 就 是 Schwarz 不 等 起, 即 P = 92 
情形 ， 

/redz|s ( 了 | / HPdz) ， (4.1.9) 





命题 4.1.3 若 ia(E) < oo, 则 
ft 当 岂 <pa 了 时， 了 (五 ) CI)i 
(1 ji 上 = 和， 和 了 E 碟 ( 吾 )， 


证 明 如 ) 当 儿 = 后 时 ,显然 有 工 oo( 五 ) CT 当 抽 二 和 区 o 


时 ,， 令 = Pajfpl >1, 记 ”为 ”的 共 匈 指数 ， 则 对 了 E Zm(B), 由 不 


等 式 


即 得 


(4.18) 得 
/indz= raP aa 
< 上 Ward ( / ia 
-mi 人 / aa 
| 冬 m( 瑟 ) 冯 - 志 j]j7l， 
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是 只 要 六 e Lo 人 有 )， ll。 < co， 由 上 述 不 等 式 知 ll。 < oo, 有 而 
1 em( 且 故 E( 本 CTP() 成 立 . 
@ 记 M=INlle, 则 
Hes ( 人 rdazj = ml 
由 此 可 得 
丽 Il < Mr， 
对 任 - 一 Mr < 弄 , 记 4={zE 吾 [el > M)， 则 点 集 4 有 正 测度 . 
由 不 等 式 ， 
Hb > ( yaPazj > Mn 


可 得 
lim 引 7lo > 闻 
邦 - 二 cg 


由 对 ' 的 任意 性 ， 可 知 
lim | 如 > 并 ， 


所 以 Jim ljj = Mrlle 成 立 . 


定理 4.1.4 Lp? 范 数 满足 如 下 “ 范 数 公理 ”: 当 mE 有, 六 EPE) 


(1 


本 


齐 次 性 ， ilafl。 = lalllflle 

(2) 三 角 不 等 式 ， 中 十 gl < 二 ol; 

(3) 正定 性 ， | > 0 ll = 4 当 且 仅 当 了 = 0 ae[ 梧 . 

证 表 设 1<p<oo 时 ，() 和 (3) 显然 成 立 ， 只 需 证 明 (4 . 我 
们 有 

上 le) +gfzjlpdz = 上 1f(oJ + gzjP-I(z) To(z)ldz 


= 





< 7 四 +oaI7Golaz+ 上 Ha+ecP-eloldz 
呈 五 
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现在 把 Halder 不 等 式 分 别 用 于 上 式 右 端 两 个 积分 . 对 第 一 个 积分 中 的 
jj| 与 1Ka) + gejlP: 分 别 配 指数 p 与 v= pyp- D ,可 得 
人 GO+eGPHoldzsI+9 虹 He 
同 理 ， 由 第 二 个 积分 可 得 
/HaD+ear aldzs+a ol， 
将 上 面 两 不 等 式 代入 前 式 ， 即 有 
国生 + 
不 妨 设 | 二 9 关 0, 上 式 两 端 除 以 | + 由 21 即 得 三 角 不 等 式 
当 = 工 或 ve 时， 证 明 是 简单 的 ， 从 略 
注 2 定理 中 的 三 角 不 等 式 也 称 为 Minkowski 不 等 式 . 


下 面 进一步 讨论 Hi5dler 不 等 式 ， 在 (4.1.8) 式 中 , 取 lglk = 1 则 


| rasmdz 
那么 是 可 存在 9 e (E)， gll。= 1 使 上 述 等 号 成 立 ? 答案 是 肯定 的 
定理 4.1.5 给 定 扩 E FEzfBI <Pp<ao 设 g 是 p 的 共 和 指 
数 ， 则 存在 函数 ye Ze( 瑟 ), 满足 gll。 = 1, 使 得 
Hp= 人 asde， (1.10) 
证 明 当 p= 1 时 ， 只 要 取 g(z) = sigajftz), 易 见 lol = 1 旦 有 
人 resetz= 人 alue=Th 
当 1< p < oo 时 ,不妨 设 | jl。 关 0, 于 是 取 


DNS 
g(z) = (号 ) signjta， 


直接 验证 可 得 llglh = 二 而 且 


<|7。， 
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/raomaz=- /uralf) dz = 


由 此 可 见 ， 我 们 有 z 范 数 的 另 一 机 当 1<Dp<oo 时 ， 


| 和 = 1 上 F(z ez， (4.1.11) 


其 中 9 是 2 的 共 辆 指数 ， 且 上 武 半 的 上 确 界 是 能 达到 的 当 = oo 
时 ， 有 下 述 类 似 结果 . 


定理 4.1.6 ”对 于 任意 的 函数 六 e Fee(B), 有 
Miles | 人 ramaz (1L19) 


19 上 二 1 





证 明 记 |l。 = M > 0. 任 取 < > 0 存在 可 测 子 集 4 C 已 , 使 得 
| 了 > 一 ETE， 
并 且 mf(4) =a>0. 令 
g(z] = 二 Xatzjsignffz) 
则 
lgh= 人 ojaz= /xsalmaz=l 


而 且 


/egede= 人 apaetz=- /Uedar>M-e 
由 < 的 任意 性 即 得 结论 ， 
注意 ， 考 虑 区 间 [0,1] 上 的 荔 数 flz) = z, 则 |Hll。 = 1. 此 时 对 于 
任意 的 ge ZIo,1, 二 lgh = 了 有 
1/ flejge| < / cstojldz < ljldz= 1 
这 说 明 当 = so 时 ， 定 理 4.1.6 中 的 上 确 界 不 一 定 能 取 到 
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84.1.2 ”到 空间 的 性 质 


由 上 述 定理 4.1.4 可 知 ， 当 _E 展 ,六 9 E IE2E(E) 时 ， 总 有 
HgeEEP(B，ap en 可， 

因此 依 通常 函数 的 加 法 与 数 乘 运算 ， Z2( 吾 ) 是 一 个 向 其 空间 ， 它 是 无 
穷 维 的 .今后 将 ( 吾 ) 中 几乎 处 处 相等 的 函数 不 如 区 分 ， 认 为 是 同一 
个 元 素 ， 或 者 说 用 几乎 处 处 相等 作为 等 价 关 系 ， 把 2( 五 ) 中 的 元 分 成 
等 价 类 ， 每 个 不 加 区 分 的 函数 等 价 类 看 作 这 个 空间 上 的 一 个 后 基 或 一 
个 元 素 ， 于 是 若 上 ge 王 ( 本 ,网 了 =9 是 指 fz) = 9(z)，ae,[. 这 
样 定理 4.1.4 中 的 “ 范 数 公 理 ”(T) (3) 就 与 Rn" 中 向 量 “ 模 ”的 性 质 
( 融 .3 中 4.3 习 ~(13.6) 式 ) 完全 类 做 ， 止 因为 这 种 类 似 ， 下 面 我 们 
将 给 与 空间 z( 忆 ) 一 种 像 有 穷 维 欧 氏 空间 中 几何 那样 的 几何 描述 ， 


设 基 是 一 个 集合 . 若 对 关 中 任意 两 个 元 素 * 与 y 有 一 个 确定 的 
非 负 守 数 与 之 对 应 ， 记 为 gfz, 攻 , 它 满足 下 述 三 条 “距离 公理 ”: 

人) 正定 性 ， da, 太 >0id(z 人 =D<e 全 工 一 3 

(2) 对 称 性 ， Gz, 切 二 三 gz) 

(3) 三 阴 不 等 式 ， 研 2 引 科研 裤 十 蕊 2 用 ， 
则 认为 集合 关 中 定义 了 距离 刀 并 称 ( 守 , 本 为 距离 空间 ， 在 下 一 章 中 
将 详细 研究 抽象 的 距离 空间 的 性 质 ， 


在 有 ”中 对 于 z = (zl ng 一 (1 ;2 令 
dc 切 = 上 e- 吉 = 2 一 则 


E& 的 几何 意义 是 点 z 与 点 & 之 间 的 距离 二 元 函数 d 满足 三 条 工 离 公 
理 , 故 ( 权 ", 中 是 一 个 距 高 空间 .事实 上 ,抽象 距 高 空间 的 焉 高 公理 就 
是 根据 二 元 函数 上 满足 的 这 二 条 性 质 抽 象 出 来 的 . 
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定理 4.1.7 对 于 任意 的 函数 六 ge ZP( 瑟 ,定义 
df 由 = 有 -gp，1<p<oo， (1.13) 
则 (Ze(B), 四 是 一 个 距离 空间 ， 
证 明 《1) 根据 定义 ， 民 户 9) > 0 显然 成 立 ， 因 为 
李 一 让 二 0 < Fe) 一 9 ，a.e.[ 囊 ]， 
即 了 和 9 是 Ze(B) 中 的 同一 函数 ， 所 以 df 六 9] = 0 后 > 了 = 
(2 根据 定义 ， 对 称 性 民 疡 人) = 民 9, 户 显然 成 立 ， 
(3) 由 模 的 三 角 不 等 式 : 
上 一 外 二 导 一 站 二 下 一 下 村 一 间 十 | 丑 一 下 
此 即 距 离 三 角 不 等 式 攻 z, 四 科 二 六 站 十 芒 9 
了 与 9 之 间 的 虹 离 | 一 镍 。， 刻 画 了 上 与 9 之 间 的 接近 程度 现 
在 如 同 欧 氏 空间 了 " 中 用 距离 定义 极限 一 样 ， 在 函数 空间 ( 刀 ) 中 也 
用 上 述 引 入 的 距离 来 定义 极限 . 
定义 4.1.8 设 瑟 是 m 维 可 测 集 , 又 设 je EPE) (m = 1 2 
着 存在  E 到 (五 ), 使 得 
id 用 = myjm- 判 p=0， (4.1.19) 
就 称 函数 列 {j} 依 Z 的 意义 收敛 于 函 救 / ，{A]} 为 空间 严 ( 吏 中 
的 收 伍 列 ， 了 是 {f} 的 极限 ， 记 作 
户 全 了 或 亚 -lim 名 = 了 了 
在 不 引起 误解 的 情况 下 可 简 记 成 疡 一 了 或 lim_ 加 一 上 
若 1<p< oo 则 称 “ 亚 收 和 仿 ”为 “了 座 平均 收 敏 *， 尖 呈 = 2 
时 分 别 简称 为 “平均 收敛 ”与 “ 均 方 收 和 化 ” 
由 于 以 上 定义 在 形式 上 与 民 " 中 的 极限 定义 完全 相同 ， 开 "” 中 极 
限 运 算 的 一 些 性 质 亦 为 ZP 收敛 所 具有， 葡 列举 如 下 ， 
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0G) 极限 唯一 . 若 态 盖 扩 记号 9 册 
Flz) = 9 四]，ae 辐 
(3) 车 普 一 了 则 数列 {lfol} 有 界 ， 且 
ljim 站 Al = zl 


(3) 车 万 一 六 扣 瑟 9 则 


旺 耻 
天 十 gm 一 了 十 四 -人 YE 了. 


定理 4.1.9 对 于 给 定 的 维 可 测 集 五 设 让 , 六 E Ep(E)m 一 
12 ,其 中 1<p<oeo 著 负 乙 六 则 秀 数 列 ff 依 测度 收 敏 到 
了 

证 明 对 任 给 se > 0, 令 丽人 fj = ftE 本 [万 罗 -Fa > 后 则 
有 以 下 的 估计 : 


em(Bon(e)) < ( / 


mA 人 E 


< ( /en -pao 


= 一 咯 。， 
所 以 limum 人 Bo 一 朋 > 可 一 0 


】 


严 


四- /tardz] 


定理 4.1.10(Z2 控制 收敛 定理 ) 设 五 和 。， 疡 六 三 啤 ( 王 hm 二 
1 2 而且 如 一 户 ae.[ 本 或 { 加 } 依 测 庆 收 伍 到 记 车 
六 ET 1 六 PS oo， 
使 得 jjoa(ci< ga ae 本 = 站 2 出 大 全 计 
证 明 记 各 = 和 -四 三 2, 则 {fhm}y 是 吾 上 上 的 可 测 
卫 数 列 ， An _，0，ae.[B| 或 hn} 依 测度 收敛 到 0, 且 
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jnls (ntal+ HOPE< 2zg(zjn， ae 四] 
因为 pgp e 妃 ( 梧 ， 故 由 Lebesgue 积分 控制 收 全 定理 (定理 3.2.4) 得 
Ji 一 = im 人 Gdz=0， 
至 


此 即 疡 它 ， 丰 . 


84.1.3 ” 严 室 间 的 完备 性 
在 欧 氏 空间 有" 理论 中 ， 柯 西 收 敏 原理 (定理 1.3.23) 起 着 基本 作 
用 ， 在 52( 已 ) 空 何 中 可 建立 同样 的 理论 . 
定义 4.1.31 给 定 可 测 集 瑟 , 设 {fmj c ZP(B) 1<P<Soo. 若 
im 六 一 名 由 =0， (4.1.15) 
称 函 数列 {j(z)} 是 空间 王 ( 瑟 中 的 基本 列 (或 称 柯 西 列 ) . 


车 友 印记 由 于 
| 站 一 记 和 人 玫 -并 二 时 一 训 直 ， 
可 知 ZLP( 瓦 ) 中 的 收 敏 询 必 是 基本 列 . 


定理 4.1,12( 完 备 性 定理 ) 若 殖 是 可 测 集 ，{ 户 } 是 工人 (已 ) 中 的 
基本 列 ， 则 { 7 必 是 收 敏 列 . 

证 明 ”要 证 明 存在 了 e Ze( 有 ,使 得 户 到 人 

首先 ， 考 虑 1 < p < co 的 情形 ， 因 为 { 和 ]} 是 Z2() 中 基本 列 ， 
运用 与 证 明定 理 4.1.9 相同 的 方法 ， 可 得 函数 列 { 加 r} 在 互 上 是 依 测 
度 收 伍 的 基本 列 . 根据 定理 2.3.9, 存在 马上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 孝 
Fa 使 得 { 有 ] 在 互 上 依 测度 收敛 于 六 又 由 Riesz 定理 (定理 2.3.7)， 
可 选 出 子 列 { 加 ,使 得 

im 各 (2) = 玫 2)， ae[ 回 ， 
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于 是 由 Fatonu 引 理 (定理 3.2.3) 得 
|[ 户 四 -JPaz=- 1/ lim | Fa(z) -sz)|Paz 
硬 百 了 


<m 上 | 四 一 有 DjPaz， 
所 以 有 
JU 人 -fedc=o， 
这 说 明 lim jifo 一 放 = 0 最后, 由 不 等 式 lyl < jifn 一 向 il 
可 得 了 e ZP( 有 ) 
其 次 ， 考 虑 = oo 的 情形 ， 设 { 太 } C Eee( 轩 ,满足 
im 天 一 和 ll = 


ea 
因为 对 于 YR,mE 本 有 

| 站 (- 各 人生 和 -所 ae 全]. 
所 以 存在 零 测 集 2 C 刀 , 使 得 当 ze 三 \3 上 有 

| 矶 (0 - 人 和 让 -| Ybm 


从 而 存在 函数 /z)], 使 得 
lim 态 ( 四 二 于 站 ZE 三 AZ 


易 知 了 E 工 zf 五 ). 
任 给 = > 0, 存在 自然 数 天 ,使 得 当 瞩 mm > 天 时 ，|1 庆 一 丰 人 <. 
由 - 当 大 > 百 , 了 E 玉 AZ 时 ， 
| 六 (z) Fz]| = _lim | 产 {z) 一 方 (2]| 三 


故 当 上 > 天 时 ，| 产 一 州 w<se, 这 说 明太 一 
定理 证 明 过 程 中 已 经 给 出 如 下 结论 . 


推论 4.1.138 著 所 允 了 成 立 ， 则 { 生 } 有 子 列 在 吾 上 几乎 处 
处 收 敏 于 广 . 
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和 定理 4.1.12 所 表达 的 性 质 是 下 离 空间 Z2( 忆 ) 的 完备 性 如 同 欧 氏 
空间 了 "一样 ， 到 ( 驯 ) 是 一 个 完备 的 距离 空间 ， 这 是 一 个 有 重大 意义 
的 结论 . 一 方 商 ， 它 提供 了 判定 于 收 笋 的 一 个 普遍 法 则 ;， 另 一 方面 ， 
它 表 明 距 离 空间 Ze( 匹 ) 足够 大 , 使 得 在 “本 质 上 应 收银 的 点 列 ( 即 满 
足 条 件 (4.1.15) 的 基本 列 ) 都 在 妇 ( 吾 ) 中 收 敏 . 这 一 理想 性 质 ， 显 示 出 
Lebesgue 积分 理论 的 强大 优势 . 应 当 指出 黎 曙 积分 不 具有 这 一 性 质 . 

考虑 财 区 间 [e, 直上 全 体 黎 曼 可 积 函 数 , 记 作 人 及. 显然 及 是 去 ([o 可 
的 一 个 向 基 子 空间 ， 下 面 的 例子 表明 丸 中 的 基本 列 不 一 定 在 丸 中 依 
天 收敛 , 设 电 = {frnlmeN) 是 [c, 熙 中 有 理 数 集 ， 取 开 区 闻 如, 使 得 
rn E infon) < oo. 念 


np) = > Xa (rz)， 7(z) = > Be)， 
则 显然 {P}C 及 ,又 


7 一 川 = 1/ dz 


< ra) 一 D On 一 oo). 
4 着 所 
可 抑 及 中 的 画 数 列 { 户 } 依 天 范 数 是 基本 列 ， 但 是 极限 函数 /不 在 
丸 中 ， 理 刚 将 有 六 e 及 , 于 是 Fr) 在 [a, 相 上 有 界 . 但 Ym EN Fr) 
必 在 [, 申 的 某 个 子 区 间 上 大 子 m 这 与 玉 数 有 界 相 矛 盾 . 


84.1.4  Z2 室 间 的 可 分 性 
下 面 讨 论 了 2? 盘 近 和 了 空间 的 可 分 性 ， 其 中 1 羡 了 < eco. 


定 丸 4.1.14 设 五 CR 是 可 测 集 ， 和 CEP( 瑟 ) 若 对 任意 的 
了 ELp( 瑟 以 及 = > 0, 总 存在 9e 大 ,使 得 | 一 ?< E, 则 称 数 类 丰 
在 Zz( 石 ) 中 和 再 密 ， 也 可 称 每 个 元 素 扩 E ZP( 互 ) 可 用 自 中 的 畏 数 “ 并 2 
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各 近 ”, 其 到 (五 ] 中 存在 可 数 稠密 子 集 ， 册 称 严 ( 五 ) 是 可 分 的 ， 


注 3 易 见 函数 类 7 c ZP( 瑟 ) 是 稠密 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 
JE FEP( 梧 , 存在 序列 { 上 六] c 碾 , 使 得 六 太 


定理 4.1.15 每 个 f e LP(R") 可 用 人 简单 可 测 函 数列 肌 近 . 

证 明 取 定 f e Ze(R") , 则 存在 可 测 简单 函数 列 zu, 使 得 加 一 放 
点 点 收 敏 ( 见 双 邹 . 事实 上 还 哥 取 |gr| < | 玫 于 是 由 z 控制 收 敏 定理 
(定理 4.1.10) 得 加 关 > 让 


注 4 设 秘 9C Er( 辐 . 记 由 允 中 元 素 的 有 限 线 性 组 合 全 体 构成 
的 向 量 空间 为 4. 设 开 在 ZP(B) 中 稠密 ， 若 每 个 9 中 的 元 可 用 存 中 
函数 Ze 逼近 ， 当 大 是 向 量 空 间 时 ， 和 也 在 Fe( 刀 ) 中 秽 密 . 
考虑 如 下 集合 
Ce(R?) = {7 EC(R")|a 紧 集 4C BR， 7 全 0， (41.19) 
称 f se Ce(R") 为 有 紧 支 集 的 连续 函数 . 


定理 4.1.16 设 忆 CR" 是 可 测 集 ， 则 每 个 /< Z( 百 ) ， 可 用 
CefRn) 中 的 函数 在 妃 上 z 鼻 近 . 

证 明 ”由宇 义 4.1. 直 后 注 3 ， 以 及 定理 4.1.15, 可 股 了 = xa, 其 中 
4C 瑟 ,mt(4) < co， 对 于 任 给 的 s > 0, 存在 型 " 中 的 紧 集 己 及 开 集 C， 
使 得 下 c4coz 旦 mlGNBE <e 取 开 妹 日 3 下令 下 = 人 (meG)*， 
则 五 与 五 是 互 不 相交 的 闭 集 ， 令 

dfz, 乒 ) 
2 一 + 而 
其 中 dfz,aM) = inffllz - 吕 m| e 对], 表示 点 z 到 集合 好 的 距离 ， 
它 显 然 对 王 > 连续 ， 且 当 对 为 闵 集 时 ， dfz,M) =0 人工 < 对. 王 
是 reECRn) 0O<S8g<L 且 引 =0gF=1 显然 9ECe(R) 于 


， 和 E 限 ， 
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是 由 
上 He) -saraz<mlGN 本 <e 
得 出 定理 结论 ，, 
定理 4,1.17 给 定 可 测 集 吾 C Rn", 则 每 个 让 E ZP( 瑟 ) 可 用 到” 上 
具有 紧 支 集 的 阶梯 函数 来 5 通 近 ， 
证 明 由 定理 4.1.16 可 和 扼 ， 对 任 给 的 < > 0, 存在 9 E Ce 型 "), 使 
得 
果 -glp < 字 ， 
不 妨 设 gfz) 的 支 集 含 于 某 个 闭 方 体 : 
二 征 = (cizar| -< 
内 ， 其 中 上 是 自然 数 ， 由 8fz) 的 一 致 连续 性 不 难 证 明 ， 存 在 阶梯 函数 
RU 
efz) = > cafz)，|9(z]) -ez < 


其 中 每 个 五 是 含 于 了 虐 内 的 长 方 体 ， 从 而 
上 一 名 < 人 一 亨 s 二 | 一 虽 llp <e， 

注 5 记 点 为 自 热 数 ， 称 边民 是 2 习 的 方 体 为 二 进 方 体 ， 在 上 述 
证 明 中 可 以 取 到 这 样 的 阶梯 函数 e(z), 其 中 每 个 到 是 含 于 了 工 内 的 二 进 
方 体 ， 

定理 4.1.18 设 到 CC 到 " 是 可 测 集 ， 对 于 任意 的 1 习 p < oo， 
zz(E) 中 存在 可 数 笛 密 千 集 ， 即 亚 ( 已 ) 是 可 分 空间 . 

证 明 首先 设 已 = 了 ,了 ELP(R")， 由 定理 4.1.17, 对 任意 的 
> 0, 存在 到"” 上 的 紧 支 集 阶 梯 函 表 

训 


e(z] = >》 ciXF(o)， 





1 已 ci 
(2 
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其 中 五 是 二 进 方 体 ， 使 得 | 上 一 | < se/2. 不 妨 设 
|e| < mm < 7， 了 = 12 
选取 有 理 数 ri ,使 |ril < 邮 , 旨 

















le 一 ri < 了 7， 1 12 
令 一 ri (z)] ， 
一 1 
于 是 有 
PP 一 划 ||。 = 一 天 放 鳌 (z) 一 六 证 {z) 
一 1 + 一 上 
< nr ealxnfejll。 
4 一 1 
此 立 工 后 
对 RM7 2 (mm 人 ))7 < 下 
从 负 可 得 


李 一 昌 村 科 上 一 如 扣 二 由 一 名 lp < <， 


因为 形 如 单 的 阶梯 范 数 全 体 工 是 可 数 集 ， 所 以 工 是 王 ( 树 ") 中 的 可 数 
稠密 集 . 
当 五 是 可 测 集 ， 对 于 Je Z2( 瑟 ), 念 
FE， 
0， YE 万， 
则 站 < ZI2(R) 对 任 给 = > 0 存在 划 ET, 使 得 | 一 划 p < < 由 此 


即 得 局 
(ro-yad] 所 号 ， 


车 将 工 中 的 每 个 函数 的 定义 域 限制 到 百 上， 记 其 全 体 为 T, 则 民 是 
Z(B) 中 的 可 数 稠密 集 . 


万 {7)] = 
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注 6 空间 [0,]] 是 不 可 分 的 . 

证 明 令 内 = xd 则 集合 4 = fptlo <t < 1 是 不 可 数 集 ， 
且 llp: 一 Pole = 卫 当 se [0 天 5 考虑 二 ol0,1] 中 任意 稠密 集 
多 ,vtE 人 Hi, 3 六 和 E 贡 :| 天 一 Pile <172. 于 是 涩 名 seE [01,E 关 3 
时 ， 有 

外 产 一 疡 le > le 一 pelle 一 有 一 虽 lw 一 有 天 一 wall 
-1 1- 

可 见 疡 关 产 . 因此 旬 为 不 可 数 集 ， 这 表明 集合 民 [0, 1] 中 不 存在 可 数 
秋 密 集 . 


下 述 定理 可 以 看 作 Hilder 不 等 式 的 逆 命题 . 
定理 4.1.19 设 flz) 是 吾 上 的 可 测 范 数 . 若 存在 常数 对 > 由 ， 
使 得 对 于 一 切 召 上 可 积 的 简单 画 数 pfz), 都 有 
/raeejdz| <wlel 


则 也 EEzr(E), 且 | 州 。< ad, 其 中 4 与 p 是 共 辆 指数 . 
证 明 首先 考虑 9 > 工 的 情形 ， 作 具有 紧 支 集 的 非 负 可 测 简单 函 
数 上 开 列 {pkj], 满足 


im Pa(2) 一 | zi， YE 殖 . 





令 
wxtz) = [pk(o]j*signf(a， 
则 得 
lg = (人 weoaz) 
考虑 到 下 述 不 等 式 


0< 人 (= [esei[es < [etzj]ilflel= 四 (zj 


ti68 ”第 四 章 ZLP 空间 


以 及 假设 条 件 可 知 
六 eeoazs 上 和 (oj(o)dz < Mslly 
五 五 
由 此 可 得 了 extzjdz < Mn， 
加 
令 关 全 oo, 即 得 


Pdzs at 
所 
其 次 证 明 g = 1 的 情形 . 不 妨 设 /zy > 0. 用 反 证 法 ， 若 JEEeo[ 已 )， 
刚 存 在 也 中 的 可 测 集 列 {4p0< mA < oo 人 =12…) 使 得 
Fo] 册 EAR 开 二 1 2， 
记 名 有 了 ] 一 其 帮 (人 )， 天 一 1 2， | 于 是 有 


太 wayGjaz Ra 
人 


这 与 定理 假设 矛盾 . 





习 题 
1. 设 0< mlfBE) < oo, 令 


| 
Ni(1)= (5 人 lolaz] ，1<p<eo， 
证 明 当 HH 挟 了 2 时 ， 有 pi ( 广 < AL( 力 - 
2. 设 7e Ko x ,了 ,证 明 junlyh= yl， 


3. 设 ELIeefEy, gfzy>0, 且 sdz = 1 证明 


z 人 Htajpatedz】 ie 
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4. 设 瑟 是 可 测 集 ， 六 E Eee( 百 ), mm 本 < oo, 且 |fe > 0, 证明 
国庆 
na 7 
5. 设 至 是 可 测 集 ，0 < z9 < oo, 证 明 
ITP( 吾 ) . 了 人 ( 盏 ) = 开 营 5 (五 ] 

其 中 ( 梧 :Ze( 梧 ={ 人 中 EEP( 本 9EEe( 梧 }， 

6. 设 互 是 可 测 集 ，p :+g1+r 1 一 1 了 EEP(B) 9EEY( 本 ), 下 E 
Zr(B), 证 明 jg8ll < lllglle ai， 

*7. 设 六 9 是 可 测 集 互 上 非 负 可 测 函 数 ，1<Pp< ceo,1<7< 

tt 1 


主 全 
oo 1<r<oc 一 = 一 -二 -一 1 证 明 
7 卫 


= | . 


1 
readzsIele( ao 
8. 设 互 是 可 测 集 ，1 < 和 8 区 PE < oo ee 有 轧 E 
Pr(B,n=12 .车 im lfs- js。=0, 证 明 
im if 一 有 = 0， 
9. 著 六 廊 EEP 人 有 =12 设 记 和 访 证 明 
im Daz= raar， ac<t< 


10. 设 Yzefe, 有 六 全 ) 一 Fr) 且 有 
已 
广 DPrdazsM， 一 1 2 0<r<eoc， 


试 证 明 ， 对 于 YpPp:0<Pp < 有 
Dim / Im) -Fe|Paz=0. 
1. 给 定 可 测 集 五 ， 设 1 芭 昌 区 oo， 扩大 E 工 2( 五 )， 下 一 1 2 , 且 
所 一 六 ae.[ 丘 ]， im | 天 | = 1?。 证 明 
im | 天 一 首 p=0. 
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*12. 设 吾 是 可 测 集 ，1<p<ooc ,大 E 了 Bf) 下 二 1] 2， , 县 有 
有 am 庆 a = Ce)， sapll7alp < 4， 
证 明 ， 对 于 任意 的 ye Fe( 有) (g 是 p 的 共 胰 指数 ), 有 
om 人 jstodz= 人 Jejolodz， 


13. 设 FE Fz( 肥 "1, p > 1, 而 且 对 于 任意 一 个 具有 紧 支 集 的 p E 
Cs(R"), 有 
人 yeGjdz=o 


证 明 jz) = 0，ae[Rn 
14. 设 互 可 测 集 ， 满 足 mm( 呈 =1. 苦 > > 0 证 明 对 十 任意 的 扼 数 
了 E 开 (下 有 
=ee( /nlyalaz)， 


(利用 Jensen 不 等 式 ， 以 及 不 等 式 ln < -1 
15. 给 定 可 测 集 已 设 记 e 严 (本 ,天 =12 ,1<Pp<oco, 且 有 
2 | 六] < oo 了 
R>1I 
证 明 》 |f(z)| < co; ae-[ 到 . 若 记 
k 芝 1 


了 0 二 > 斥 ()， 


有 >1 


则 有 


一 昌 . 
且 














有 
Iflps< olp，Jaa | 2 六- 
下 闻 1 上 一 1 


16. 设 已 是 可 测 集 ，E 工 (本 , 记 E 开 (天门 Feef 百 天 二 十 2， 
若 有 


im | 六 一 咱 h=， sup | 其 le < co， 


对 .1 Le 空间 11 





证 明 ， 对 任意 的 1<p<oo, 有 
JeEEJnze( 可 ， Jin | 友 -Jlp=0. 
17. 设 吾 是 可 测 集 ， FE 亚 (到 ,六 E ( 辐 ,大 =12…. 若 
据 全 六 丰 二 六 ae [可 ,证 明 了 = 9 ae.[ 本 |. 
18. 设 六 ge 名 (0 了 >09>0 基 Hz)g(z) 二 2 ae， 试 
证 明 |zlllgla > 和 4， 
19. 给 定 可 测 集 互 , 设 7 了 Ee PP(B), 4Cc 是 可 测 集 ， 证 骨 


ls{( 人 pa ” + 。 Was 


20, 设 吾 是 可 测 集 ， 对 函数 了 e 疡 (BJmEe(B)， 其 中 1<ns< 

oo,0<X<1 了 = 了 + 荆 ,证 明 
li < 1->。 

21, 车 吾 是 测度 为 无 穷 的 可 测 集 ，1 < < mm IPB) 与 严 (本 之 
间 是 否 存 在 包含 关系 ? ， 

22. 设 让 E 工 ?([a,i)， 其 中 1 莹 问 < oo， 亚 (了 =-/ Fodt 证 明 
(z 十 月 一 并 (2 一口 (| 有 2 

23. 在 可 浏 积 集 已 上 有 廊 交 户 证 明 除去 一 个 零 测 集 2, 在 集 
合 BNAZ 上 有 万 玫 

24. 设 在 可 浏 集 已 上 有 廊 吨 六 9 - 9 其 中 轧 9 为 共 罗 指 
数 ， 证 明 疡 和 -2 jg. 

25, 设 在 区 间 fa, 引 上 户 方 证 明 

上 Ad 一 人 7d (ec<zr<5). 


26. 设 /E FEe((-co,oo)) (LS<p< oo 证明 
国人 Ge 雪 一 zjlPdz 三 0. 
0 及 
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27. 设 Fe (内 ,1<p< co, 证 明 
ji 人 e+ 区-JaPaz=2 人 GPas， 
28. 设 互 是 可 测 集 ， /ge (BE)0O<SAS18Y1 证 明 
Miyle+G- Sealsls <Iz+ale， 


8$4.2 卫 ? 空间 


上 一 节 中 ， 将 欧 氏 空间 中 的 距离 、 点 列 极 限 概念 移植 刹 Z2( 瑟 ) 空 
间 , 使 2? 空间 理论 呈现 出 某 种 可 以 直观 想 锭 的 面 犁 . 当 p=2 时 ， 它 
的 共 罗 指 数 9 恰好 也 是 2 于 是 疡 9 E 瑚 ( 百 ] 时 ， 所 .9 ezI( 盏 ), 这 使 
得 世 空间 在 2 空间 理论 中 具有 特殊 地 位 . 


84.2.1 无: 室 间 的 内 积 
注意 到 在 殉 氏 空间 Rn" 中 ， 点 2 = (zl,r?，… ,mn) 的 模 长 公式 是 


lzll = 2 


在 ZP 范 数 中 只 有 z2 范 数 才 是 有 ”中 模 长 公式 的 直接 推广 ， 从 而 到 
空间 与 欧 氏 空间 具有 更 多 的 共性 ， 欧 氏 空 间 中 的 另 一 些 几何 概念 例 
如 角度 、 垂 直 性 等 都 可 以 引入 到 己 空间 中 . 殉 氏 空间 了 Rr 中 的 角度 、 
垂直 性 、 平 行 性 等 几何 概念 源 于 Rn" 中 的 内 积 ， 对 于 任 给 的 点 
ZE (zz rn， (go)， 

则 z 与 y 有 内 积 ， 

(2 切 = >》 zign (4.2.1) 

1 一 工 


这 个 概念 可 以 自然 推广 到 到 (已 ) 空间 中 去 ， 
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定 尽 4.3,I 对 于 方 9E 2( 瓦 ), 记 
(9)= 人 Flzjg(zjdz， (2 
称 (六 办 为 了 与 9 的 内 积 . 
注 在 抽象 测度 空间 上 ， 到 (, 开 ,站 的 内 积 定义 为 


(人 = 上 flzjglzjaldzj)，YPge 2( 忆 大 同 ， 


根据 定义 ， fa = WwW( 疡 用, 而且 Schwartz 不 等 式 (4.1.9) 可 写成 

[Ps Hellel (42.3) 

由 于 在 本 节 中 只 考虑 大: 范 数 ， 在 本 节 的 以 下 内 容 中 一 般 将 省 去 表征 
2 范 数 的 下 标 2 ， 即 将 上 fle 记 成 | 中 


定理 4.2.2 内 积 具 有 以 下 性 质 ， 

0) 双 线 性 性 ， (六 9) 分 别 关 于 了 与 9 是 线性 的 ; 

(2) 对 称 性 ， (六 由 = 人 9 及; 

(a) 耻 定 性 ， (六 六 0; (月 =0 当 且 仅 当 了 = 0 ae.[ 梧 . 


上 上 述 性 质 1) ~ (3) 通常 称 为 内 积 会 理 ,它们 由 内 积 定 义 式 企 2.2) 
可 以 直接 推 得 . 本 节 中 许 索 结果 仅仅 依 朝 于 以 上 三 条 性 质 ， 而 不 必用 
到 内 积 的 具体 表达 式 (4.2.2), 因而 也 不 必用 到 2 座 间 的 特殊 结构 . 这 
表明 ， 可 以 从 内 积 公 理 出 发 ， 搬 象 地 展开 一 个 内 积 空间 理论 ， 这 一 设 
想 将 在 Hiibert 空间 中 完成 ， 于 是 天 空间 只 是 Hilbert 空间 理论 中 一 
个 具体 模型 


84.2.2 ”天 空间 的 性 质 


定 丸 4.2.3 设 太 jne DB mm = 12…. 若 对 于 任意 的 ye 
大 2( 吾 ) ， 都 有 
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,im (fm， 引 一 【 户 引 3 【4.2 人 


就 称 函数 列 {jn} 弱 收 生 到 函数 方 记 作 w-_lim 各 = 放 也 可 简 记 作 
太一 六 或 万 -人 了 

易 砚 , 聘 收 生 航 限 是 唯一 的 . 在 瑚 ( 瑟 ) 空间 中 于 是 有 两 种 收 敏 性， 
我 们 来 比较 这 两 种 政 和 伍 性 ,下面 的 定理 表明 2 收 误 比 收 和 伍 强 . 

定理 4.2.4 设 让 e 王 ( 梧 ,{ 加 ] c 王 ( 回 , 则 友 世 了 的 充分 必 
要 条 件 是 : 

介 太 -全 太 

(2) lim_ lnll = bl， 

证 明 必 委 性 .已 知 lim_jljo 一 州 = 0. 由 于 

由 -< es = 判 ， 
故 (2) 成 立 . 对 于 任意 给 定 的 9 E 已:{ 厂 ), 由 不 等 式 
| 一 (旋风 | 系 上 一 天 人 el， 

立即 得 (1). 

充分 性 . 已 知 条 件 (1),(3) 成 立 ， 因 为 

上 一 #=( 环 = 六 押 一 月 =( 抽 ) 一 民有 二 (月 

一 站 站 民 一 中 7 晨 士 人权 二 0 (mm 一 oo)， 

故 谓 殷 子 

定理 42.5 设 {j] cc 72(B ET2(B)、 车 以 下 两 个 条 件 成 
立 : 

(1 < 他; 

他 存在 筒 集 TC 严 ( 互 ), 使 得 


im (po 有 一 (天 引 ， Y8ET， 
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则 mr im 妨 = 了 
证 明 不 妨 设 | 州 < 邓 ， 对 于 任意 给 定 的 RE 殊 ( 瑟 ), 任 给 的 
<E>039cT, 使 
所 
le- 着 < 元: 
于 是 
(fm 六) 一 ( 疡 间 | 
=|( 各 一 扫 (后 一 fg 一 有 | 
<&|(jm 一 无 引 + 一 天 一 着 
<|( 和 一 天 由 22 一 训 
<E 十 [Ca 一 六 岂 |， 
令 风 一 oo 由 条 件 (2) 有 
im | 到 ,有 (FF 癌 | 和- 
由 = 任意 性 ， 即 得 
im tf 及 三 人 间 ， 
定理 得 证 . 
事实 上 ， 条 件 (1),(2) 也 是 函数 列 {j]} 弱 收 敛 于 了 的 必要 条 件 . 
(可 用 下 面 第 六 章 的 定理 6.2.8 或 用 该 定理 的 证 明 方法 证 明 -. ) 
定义 43.6 设 户 pe 严 ( 可 . 若 (上 及 = 0 就 称 了 与 9 正 交 (或 
垂直 ) ， 记 作 /L9 设 孙 数列 {fpu}eea C 到 {( 古 ) 中 性 意 的 两 个 元 素 都 
正 交 ， 则 称 fosj}eea 是 正 交 系 ; 若 对 一 切 ae 4, 还 有 lleol| = 1 则 称 
{pajas4 为 标准 正 变 系 (或 称 为 归 一 正 变 系 ). 
显然 函数 系 {eoo}sea 是 标准 正 交 系 的 充分 必要 条 件 是 
(pe wo = at ， [4.2.5) 
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其 中 5 是 Kronecker 记号 ， 
6 = | 5 当 4= [4.2.6) 
0， 当 aa 天 昌 . 

若 在 正 奖 系 {pej c 天 (本 中 ， 对 一 切 指标 a ， 都 有 leal| 夭 , 则 
孟 数 系 ea1eoal| 就 是 标准 正 交 系 , 以 下 总 假定 对 一 切 指标 aea|| 关 汪 

定理 4.2.7 工 ? 五 ) 中 任 一 标准 正 交 系 都 是 可 数 的 ， 

证 明 设 fpajasa 是 瑟 ?(8) 中 的 标准 正 交 系 ， 对 于 上 关 几 有 

jpa 一 同人 必 = (pa 一 9eywa 一 o9) 
= (pay wa] 二 (ppt 一 2. 

令 于 = 他 EE 卫 |f 一 人 | < 1 如 砚 欧 氏 空 间 一 样 ， Ba 称 为 wo 
的 球形 邻 域 ， 显 然 当 a 尖 pb 时 于 门 机 = 有 前 {Eajar4 是 卫 ?( 盏 ) 中 妆 
不 相交 的 集合 族 , 由 于 到 ( 瑟 ) 是 可 分 的 ， 集 合 族 {Cajaea4 只 能 是 可 数 
的 ， 


名 NT T]) 中 的 二 了 角 函 数列 





志 ， co, 广 去 sz 人 ,六 cos 好 -snk 27 
可 
是 标准 正 变 系 ， 


在 到 " 中 , 当 siea en 是 一 组 单位 正 交 向 基 时 , 任 一 向 基 4E 
Rn” 可 唯一 表 永 为 
妨 = elel 十 c2eo 十 十 enen 
其 中 心 = ( 册 全 )， 下 = 二 2 ,nm. 下面 要 把 这 一 分 解 推 广 到 天 (到 
牛 . 
设 {fpxj 吕 ;是 瑟瑟) 中 一 个 标准 正 交 系 ， 如 果 要 以 级 数 形 式 


》，ckek 人 2) 


上 一 1 
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来 表示 产 (五 ) 中 的 元 素 时 ， 必 须 讨 论 上 述 级 数 的 收 伍 性 问题 . 现在 令 
吕 
SN (2 一 erox(z). 
上 一 1 
若 存 在 Fe 大 (也 ), 使 Nim sw 一 首 =0, 就 称 上 述 级 数 收 伍 ， 且 和 为 
记 记 作 _ 
了 = 》 ckpk、 (4.2.8) 
天 一 
此 时 ， 由 定理 4.2.4 有 本 
【六 7) = im (Snw， 反 让 一 im ok(Pb 9 二 二， 
上 一 ] 
由 这 一 分 析 导 出 下 述 定 义 . 
定 妈 4.2.8 设 {px}) 是 天 (全 ) 中 的 标准 正 交 系 ，F E 瑟 ( 百 )， 称 


ck (ok 一 人 FJpkfzjdzr， 下 二 工 2， (4.2.9) 
为 f( 关 于 正 交 系 {ek]) 的 Fourier 系数 ， 称 
Y、 Che (4.2.10) 
为 /( 关 于 正 交 系 {pu) 的 Fourier 级 数 ， 简 记 为 
~ 和 wm ， (4.2.1 了 T 
1 
以 下 是 Foirier 级 数 的 几 个 重要 事实 ， 


定理 4.2.9(Bessel 不 等 式 ) 设 {ps]j 是 妇 ( 吾 ) 中 一 个 标准 正 交 
系 ， 了 Ex(B), 则 六 z) 的 Fourier 系数 {ex] 满足 以 下 不 等 式 : 


>》 史 < 人 用， (4.2.12) 
下 一 工 
: 仿 
证 明 今 ww 
Sv(z) = > ,ckPpxfT)， 


下 一 1 
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则 
站 上 
IswP= (三 生 sooj- 并 ae 
天 一 了 二 一 1 


上 1 
= 一 2 史 +》 人 
上 一 1 天 一 


二 


RN 
= 人 有 一 >》 全 0， 
上 一 1 
令 六 一 oo, 即 得 . 


定理 4.2.10 (Riesz-Fischer 定理 ) 设 {forj 是 到 ( 五) 中 的 标准 
正 变 系 . 若 实 煞 列 {cr} 满足 条 件 


避 
人 叹 < oo， 
瑚 一 工 


则 级 数 人 ehtk 


虚 一 了 


在 瑟 ( 至 ) 中 收 黎 ， 将 该 级 数 和 记 为 六 则 (PPpi)>= ck, 且 

0 2 Co 

> onepk| =》 o. (4.2.13] 
开 一 】 


丰 一 十 














证 明 作 部 分 和 
SNf(z) = 》， chpR(z)， 
上 一 工 


至 十 玫 
册 15Sw+p 一 Snvl2= > 红 . 


上 民 一 各 十 1 


由 此 可 知 函 数列 Sw 是 到 ( 吾 中 的 基本 列 . 因此 它 是 天 ( 示 ) 中 的 收 伍 
列 ， 于 是 级 数 


Sm 
>》 CR 
虚 一 】 
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在 到 ( 瑟 ] 中 收 委 ; 将 其 和 记 为 六 则 
msn 
从 而 有 
号 一 六 c， 


工 皮 一 1 


[> 


2 ， 了 。 
= lm | 一 lim 
上 = mllss = 二 


导 
有 


{ 六 2 丘 二 lim (Sm Pb 一 人 
站 一 oo 


由 上 述 定理 可 知 ， 当 实数 列 fak] 满足 条 件 》 at < cc 时 ， 级 数 


二 二 1 
Le 


3 局 R9K 


类 亚 1 


在 空间 尼 ( 吾 ] 中 收 往 ， 记 它们 的 全 体 为 


| oke 


玫 一 十 





{ak} 征 实数 列 ， 满 足 > at < oc 上 (4.2.14) 


二 三 1 
定理 4.2.11 对 任意 给 定 的 函数 扩 E 瑟 ( 五 ), 邻 
= 》 cgi 
其 中 {fex} 是 了 的 Fourier 系数 ， 则 了 ET, 旦 
上 = 了 = mi 一 外 : (4.2.15) 
卫 此 工 


证 明 ”由 Bessel 不 等 式 及 Riesz-Fiseher 定理 知 ， 六 ET 对 二 任 
意 


Pm 


g = 》 akpp ET 工 ， 
点 一 工 


2 < oo， 


责 
者 
[Y。 


可 


1 
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有 
机 上 
上 7 一 弛 一 im (= ee 7 一 oex] 


上 一 1 


一 im PP- 2oeee+ 王 可 
上 


加 [op+2m-op- 站 


并 一 1 


> 有一 儿 =| 7 了- 了 | ， 


K=1 
由 此 可 见 ， 当 9 = 了 时 中 -9|| 达到 最 小 值 . 
定义 4.23.12 设 天 数 系 {ex] 是 到 { 瑟 ) 中 的 一 个 正 变 系 . 若 到 ( 五 ) 
中 不 再 存在 非 零 了 能 与 一 切 or 正 变 , 则 称 此 正 亦 系 fei 是 到 ( 瑟 ) 中 
的 完全 系 ， 换 名 话说 ， 若 站 E 瑟 ( 厂 ) 日 满足 (jp = 和 天 二 1 32， 
则 必 有 APfz) = 山 ae.[ 厂 ] 成 立 . 
定 叉 4.2.13 设 末 数 系 fpt} 是 到 (号 ) 中 的 一 个 标准 正 交 系 ， 匣 
每 个 太 E 妃 ( 且 ), 都 可 表 成 在 忆 2( 互 ) 中 收敛 的 级 数 
了 = 3 CR ， 
上 一 1 
则 称 {eot} 是 空间 形 ( 五 ) 的 一 个 标准 正 交 基 . 
空间 素 [-T:T] 中 的 标准 正 记 系 (4.2.7) 是 标准 正 交 基 ,， 见 第 182 
页 中 的 例 1 


定理 4.3.14 设 {pr) 是 到 ( 吾 ) 中 的 一 个 标准 下 变 系 ， 则 以 下 条 
件 等 价 : 

(0 fen} 是 标准 止 交 基 ; 

(2] {er} 的 有 限 线性 组 合 之 全 体 在 到 ( 王 ) 中 向 密 ; 
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(3) 完全 性 : 瑟 ( 五 ) 中 不 再 存在 非 零 元 素 能 与 一 切 gr 正 交 ; 
(4) Parseval 等 式 ， 


上 = >》 HPeeP，YFe (本 ); 
及 二 工 


(5 内 积 等 式 ， (及 =》 (Popj(ph 及 站 天 86 王 ( 吾 ) , 


上 一 1 
AR 
证 明 任 取 六 e 焉 ( 同 , 令 Snw= > ckrpk 其 中 必 =(Pok) 是 了 
央 一 ] 
的 Fourier 系数 ， 则 
上 一 SS 有 = 人民 一 SSw 虹 ， 
其 中 
A 
Sn 人 = (Fes)2 
具 一 1 天 一 工 


于 是 im -Snvwll= 的 充分 必要 条 件 是 Parseval 等 式 成 立 . 国 此 
(1 < (和 .又 显然 有 (1 一 (2) . 
共 证 人 一 (3)， 设 Fe ( 本 Fox 天 = 12 :对 于 任 给 的 
常数 = > 0, 由 末 件 (2), 存在 
了 = 》 ctps 


4 一 | 
满足 | - 叫 <e. 显然 有 j9. 于 是 
本 从 =( 了 一 分 十 (用 = (7 一 骨 
笃 放 出 7 一 外 等 引 ll 和: 
由 此 得 到 lf=0, 故 子 = 0 ae.[ 召 ] 成 立 . 
获 证 (3) 一 (1 设 Fe 天 (有 ), 记 
= 和 oem E 三 ( 吾 ) ， 


天 一 工 
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其 中 feel 尾 了 的 Fourier 系数 ， 则 
(六 pc 一 (Po 天 一 12 
所 以 (一 万 Lou = 站 2 由 条 件 (3), 了 = 六 故 
了 一 cppk: 
点 一 了 
困 此 fpx} 是 空间 瑟 :() 的 和 准 正 交 基 ， 
由 直 接 计算 知 以 下 恒等式 成 立 ， 六 pe 到 ( 互 ), 有 
CO9=3a07+ 呈 -99 (2.16) 
出 此 易 验 证 (4) 一 (5 而 (9) 一 (4) 是 显然 的 ， 定 理 得 证 . 
例 1 在 天 王 r: 可 ] 中 下 列 函 数列 
1 cosZ SnTZ Cosnr SnnT 
va VT vvT  ”VT vvT 
是 标准 正 交 系 . 可 以 证 明 三 角 多 项 式 的 全 体 在 C[ 一 mr, 了] 中 秽 密 , 从 而 在 
到 [rz] 中 稠密 ， 故 上 述 函数 系 是 空间 到 [一 mr 可 ] 中 的 标准 正 父 基 . 
因此 每 个 E 大:[-m, 可 都 可 展开 成 天 收 伍 的 Fourier 级 数 : 


1 习 。 
FIz] 一 5 十 > an cosmnT 十 nsin 了 T， 


站 一 1 








(4.2.17) 




















设 fpk} 是 到 ( 百 中 的 标准 正 交 基 ，Y 六 9 E ZE 下, 记 ex = 
(Pei 四 一 (pih 天 =1;2… .根据 定理 4.2.14 有 


ca 172 
Il = ( 工 ep) (4.2.18) 
上 大 一 1 
(六 g) = >》 ez 兴 ， (4.2.19) 
大 一 工 


以 了 两 式 正 是 欧 氏 室 间 展 ” 中 的 模 长 瑟 内 积 公 式 的 推 六 ， 它 充分 显示 
出 标准 正 交 基 与 直角 坐标 系 的 类 似 性 . 
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在 欧 迁 空间 中 有 线性 无 闫 向量 组 的 概念 ， 并 由 Gram-Schmidt 正 
交 化 方法 可 导出 正 交 向 量 组 ， 而 任 一 极 大 线性 无 关 向 景 组 都 可 构成 空 
疗 的 基底 ， 其 中 个 数 就 是 空间 的 维 数 . 对 于 函数 空间 名 ( 妃 ), 若 将 其 看 
成 一 个 无 穷 维 的 线性 空 镜 也 可 引入 同样 的 概念 . 


定义 4.2.15 设 页 (加 人 ,内 ( 他 ) 是 定义 在 可 测 集 百 C 丽 " 

上 的 蓝 数 如果 由 

Gd) 十 6 (E) 十 十 人 狼人) 一 0， 3.e.| 吾 } 
可 推 得 mu = 小 ii= 12 天 成立 ,那么 称 函 数组 {Wilz)ll < 芭 R 
是 线性 无 关 的 .对 于 出 无 狠 多 个 函数 组 成 的 函数 系 ， 如 果 其 中 任意 有 
限 个 函数 都 是 线性 无 美的， 那么 称 此 函数 系 是 线性 无 关 的 . 【显然 线 
性 无 美 丽 数 系 中 不 存在 几乎 处 处 等 十 零 的 函数 . ) 

易 知 ， 平 方 可 积 函 数 空 间 瑟 :( 二 ) 中 的 正 交 系 Tt} 一 定 足 线性 无 
半 的 ， 而 且 () 中 的 标准 正 艾 基 {pr} 一 定 是 枢 大 线性 励 关 的 ， 即 
不 存在 非 零 元 %, 使 函数 系 {g,2t,%，…} 是 线性 无 关 的 . 

一 个 线性 无 关 的 汞 数 系 往往 不 是 正 艾 系 , 下 述 介 绍 的 Gram-Schmidt 
正 交 化 方法 可 以 从 一 个 线性 无 关系 构造 正 交 系 . 

设 { 避 } 是 到 (中 的 线性 无 关系 ， 今 
[wa 91 


1 全 
一 般 来 说 ， 用 归 商定 义 ， 在 取 秆 9 91 后 ， 今 


缉 三 名 一 二 (9 锡 ， 


中 2 
易 知 ， 画 数 系 {ok} 是 正 交 系 . 车 再 令 okfz) = 名 川 gr 由 则 {fek} 是 
(五 ) 的 一 个 标准 正 交 系 . 
综 上 所 述 ， 可 总 结 出 如 下 构造 标准 正 交 基 的 具体 步骤 ， 
人) 选取 天 ( 百 ) 中 的 一 个 可 数 集 { 如 ,使 其 有 限 线性 组 合 之 全 体 






































厂 一 间 ， 所 二 加 一 
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在 玫 ( 五 ) 中 称 密 .由 于 到 ( 召 ) 可 分 ， 这 样 的 函数 系 { 如 ] 一 定 存 在 , 
不 妨 设 这 个 函数 系 是 线性 无 关 的 . 

(2 用 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 , 由 {wx]} 得 到 标准 正 交 系 {prj 
由 定理 4.2.14 知 ， {ex] 是 一 组 标准 正 交 基 。. 


例 2 了 2[ 一 1 中 ， 荔 数 组 {zx | 大 一 于 2 四 】} 可 作为 上 述 的 {}. 
由 Gram-Scehimidt 正 交 化 方法 得 到 一 组 煞 项 式 {xfz)}, 它 有 通 式 ， 


了 1 二 3 
5 Te 


称 Zefz)] 是 冯 次 esendns 多 项 式 ， 它 们 构成 天 [一 1 中 的 一 组 标准 
正 交 基 . 


例 3 在 空间 王 (-oooeol 中 下 列 范 数列 





了 xs(Z)] 一 一 1k]， 大 一 12,-，. [4.2.20) 


1 一 
产 k( 工 ) 一 7 3， 天 一 0,12 (4.2.21) 
是 标准 正 交 基 ， 其 中 
[7 
有 ks(z) = (一 Der 世人 Ta 了 六- 


是 开 次 Hermite 客 项 式 、 Ra 
Pofz) 二 厅 - 二 es /2， 
ji(z] 一 T 二 VSze-” /12， 
Raf2] 一 TV5zz - V212je- 


习 题 


1. 设 耻 e 顷 ( 瑟 ),e> 0. 若 对 于 任意 的 函数 9 E 亚 ( 瑟 )) 有 19 < 
ellllz, 斌 证 明 六 E 工 ce 五 ), 且 |fllo <c， 
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2. 在 灵 ( 丁 ) 中 ， 已 知 大 全 放 呈 - 全 9 ,证 明 
(96 一 人 有 
3. 证 明 对 于 任意 的 函数 六 9 < 己 ( 辐 , 它们 的 内 积 满足 
9 =307+ 氏 --9)， 
(这 个 关系 式 称 为 平行 四 边 形 对 角 线 法 出 . ) 
4. 记 Bo={TfecC-LI7O = oj 证 明 豆 是 凸 集 ( 即 连结 五 。 
中 任意 两 个 元 的 线段 都 在 Es 中 ), 且 在 Z2[-L 1] 中 裙 密 
5. 设 KZ, 人 ER x 及) 对 于 GE E2{Rn"i 证 明 下 述 积分 
7 四 =- 人 keoyod 


有 总 交 ， 且 下 E 开 31 玉 ”). 
6. 对 于 任意 的 函数 了 E CI1I0, 下 , 定义 


1 
Ia = 1 人 (tejP 二 1P(eP)ds， 





证 明 | 满足 范 数 公理 ,考虑 在 此 范 数 下 药 柯 西 列 {9}, 当 mrm 一 ee 
时 ， 有 lg - gr 一 0. 证 明 {9n} 也 是 到 [1 中欧 柯 西 列 . 
7. 对 于 任意 的 函数 疡 9 E CI0,H, 定 多 


1 
0g= 人 Foea+Fytaldz 


证 明 (,》 满足 内 积 公 理 ， 旦 |flay = w( 信 万 成 立 . 
8. 定义 空间 如 下 : 
存在 || .ai 意义 下 的 柯 西 列 ， 】 
precCiol lm le 一 州 :=0 
证 明 Cl0,1] 在 吾 ![0,1] 中 依 范 数 上 ,lls1 是 稠密 的 ， 并 对 于 任意 的 
7 E 瑟 [0 1, 求 |le 


mol={ 人 seo 
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9. 设 Fe ([0, 切 , 记 
9zZj 二 
证 明 于 述 不 等 式 成 立 ， 
1 机 1 昌 
Lvaa saafro 
10. 证 明 fsinkgz} 是 22(0, 了 ) 中 的 完全 系 . 
11. 设 了 E 0, 和 ,证明 不 等 式 
/=-smazedarsdh9 
站 


”7 人 
0 | 一 引 





Qt， 间 所 衬 攻 工 ， 


与 不 等 式 ， 
/ [Flz) - cosz)2gr 芝 1/9 
0 


不 能 同时 成 立 
12. 设 fpk(a} 是 疡 ( 辐 中 的 标准 正 交 系 ， 试 证 明 fpk(z)} 是 完 
全 系 的 必要 充分 条 件 是 | 
让 加 = 上 半 ereula | fo 是 实数 列 ， 请 足 > 改 < oo 


点 一 上 点 一 1 
13. 设 feifai} 与 {Wktz 分 别 是 2{ 机 ) 与 2( 刺 ) 上 的 完全 标 
锥 正 交 系 , 试 证 明 feifzjuxtj] 是 二 (BE x 瑟 ) 上 的 完全 标准 正 交 系 . 
14. 设 {p*} 是 二 ([e, 中 的 标准 正 灾 基 ， 车 {on} 是 2([e, 全 


中 的 正 交 条 满足 2 人 [ps -wo ae < 试 证 明 {yn]} 是 


1 一 | 


2{[o, 吉 ) 中 的 完全 系 . 
15. 设 fpn(z)} 古 (fo, 熙 ) 中 的 标准 正 交 基 ， 对 于 任意 的 了 < 
2t[a cn = (六 ea) < 》 cnpn(z) 证 明 对 于 任意 的 可 测 子 集 


嫉 一 圭 


/rodz= 一 > / won fedz ， 


位 一 上 





百 禄 划 , 冲 ， 
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(上 述 等 式 表 明 ffz) 的 Fourier 级 数 可 以 逐 项 积分 . ) 
16. 设 fpr(z)] 是 瑟 ( 可 ) 中 的 标准 正 交 基 ， {fw(z)} 是 有 ( 可 ) 中 
的 标准 正 交 系 . 若 ext = 》 |(pe 帮 )， 天 = 也 2 成立， 证 明 
和 1 


{ 呈 (3)} 也 是 天 (五 ) 中 的 标准 正 交 基 . 

17. 设 丰 C Zz( 瑟 ) 满足 条 件 ，Y 79e 和 当天 9 时 ， 均 有 
了 9 著 已 知 空间 志 ( 瑟 ) 可 分 证明 短 是 可 数 集 ， 

18. 设 {fpobje 尼 ([e, 可 是 标准 正 交 系 ， 若 存在 极限 lim wek(z) 
= Bfz)，a.e.[a, 训 , 证明 pf(z)] = 0，ae.la, 可 . 

19. 设 fpek eE ZL2(fo) 是 标准 正 变 系 ，|Ppk(z 生 M4, 天王]12…， 
落 有 数列 {as], 使 得 级 数 》 ,akepkfz) 在 [0,1] 上 玫 乎 处 处 收 伍 ， 证 明 

具 一 1 

im ax 一 必 . 


20. 设 六 9 EL2(RI, 令 
所 (人 = [frz+T 间 一 天 四 7 下 夫 0 
若 有 三 人 乓 四 -eaz=u， 
证 明 存 在 常数 c , 使 得 
7) 一 1/ gfbdt 十 c， ae,[ 耻 1] . 
21. 设 ge 已 GD), 且 lim | 大 - 首 。 = 0 证明 在 玫 (R) 中 均 广 
收 和 敛 意义 下 有 _ 
im 三 斥 他 一 用 gidy = 厂 7 一切 88)d8 
22. 给 定 函数 ffz] = e= ， 求 区 间 [0,1] 上 均 方 逼近 它 的 最 佳 二 次 
多 项 式 . 
*23. 给 定常 数 w> 0. 设 M 是 亚 io,1] 中 的 子 空间 ， 满 足 对 十 任意 
的 函数 上 E 邓 ,7(eil salHla， ae 证明 dimay < 到. 
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24. 证 明 在 Cfa,) 中 不 可 能 引进 一 种 内 积 (，), 使 其 满足 
( 疡 月 二 = max |Fz)|. 


让 所 工 刀 由 
25. 记 Y = {7E 到 0. 了 | = 1 称 其 为 严 (0, 了 的 单位 球面 ， 
求证 部 数 7 
了 一 一 上 ee 一 人 工 一 对 rda| 
在 单位 球面 上 达到 最 大 值 ， 并 求 出 此 最 大 值 和 达到 最 大 值 的 元 素 太 
26. 记 刀 = {fe PP2[-bA-D = Fo 并 记 2 ={19E 
Z2[-11l9 上访 YE 称 刀 + 为 集合 了 的 正 交 补 空间 ， 请 描述 集 
合 史 +, 并 证 明之 . 
27. 给 定 { 记 1C 王 上 .1 设 六 依 测度 收敛 到 9, 且 | 疡 相生, 证 
明 lim | 由 = 人 、 
*28. 设 fpifze)j} 是 ( 百 ) 中 的 标准 正 交 系 ，m(E) < ce, 并 且 满 
足 leorlzjl< M (ze 百 Y 四 .证明 级 数 > pilz)17 在 马上 儿 乎 处 处 收 
化 
29. 设 {et} 是 瑟 ( 杞 中 的 标准 正 交 基 . 证 明 对 于 召 中 任 一 正 测 
度 子 集 4, 均 有 _ 
了 
于 人 ieodr 之 1， 


30. 设 fps(z)} 是 灵 ( 盏 ) 中 的 标准 正 交 基 , 试 证 明 》 pi(z) = oo 
天 


ae,[ 召 ; 当 4C 瑟 mld >0 时 ， 有 二 8{z)Jdz = oo. 


84.3 ”着 积 与 Fourier 变换 


出 于 Fourier 变换 理论 是 在 复 值 函 数 上 讨论 的 , 本 书 前 面 所 讨论 的 
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可 测 函 数 和 可 积 函 数 的 概念 都 必须 扩充 到 复 值 的 情形 . 若 vw(z)j,w(z) 是 
可 测 集 互 上 两 个 几乎 处 处 有 限 的 实 值 可 测 函 数 , 则 函数 w(z)+in(z) = 
Fiz) 定义 了 吾 上 所 乎 处 处 有 限 的 复 值 函数 ， 称 F(z) 是 王 上 的 复 可 测 
琢 数 .全体 己 二 的 复 可 测 函 数 仍 记 作 是 ( 瑟 ). 如 果 要 强调 函数 取 值 于 
复数 域 ， 则 记 作 和 ec( 五 ), 一 般 不 吉 下 标 史 . 当 
/Ueda < Oo) 
则 称 ff(z) 是 吾 上 的 可 积 函 数 ， 此 时 定义 了 的 积分 值 为 
六 rdz = 上/ 世 { 人 )Q 了 + tfzT)Qqz . {4.3.1] 
所 吾 至 
全 体 互 复 可 积 亚 数 仍 记 作 到 (如 ， 如 果 亡 强调 函 孝 取 值 于 复数 域 ， 则 
记 作 Zc( 瑟 ), 一 般 不 吉 下 标 马 . 
显然 ， 对 于 六 9 E 亚 ( 五), 复 玫 ,0, 总 有 
/erm+aaldz=e 人 yadz+8/ saiar 
经 此 扩充 之 后 ，Lebesgue 积分 理论 的 所 有 结果 ， 只 要 不 涉及 杖 数值 的 
大 小 比较 (如 非 负 性 ,单调 性 等 ) ， 都 可 应 用 于 复 值 可 积 函 数 ， 容 易 证 


明 
上 Fejdz 


事实 上 ， 记 > = /rodr 作 极 分 解 > = qz|, 显然 有 
Re[Gfzj] < 区 Fi = | 天 2) 





冬 / | Fe)|dr (4.3.3 


于 旦 有 





-sadz=- 人 aa 
= /Reiarlmlazs /air 


上 上 (全 )d7 


函数 类 C{ 忆 ),ZP(B(E<p< oo) 自然 亦 应 作 相 应 的 扩充 ， 使 之 包 
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括 复 值 曙 数 . 设 = +i 记 ， 当 工 和 p < ce 时 ， 定 义 它 的 p 次 荡 数 为 


lp= (aaz) ”， (4.3.3) 
五 
其 中 |)| = VE 于 殉 辐 . 当 p = oo 时 ， 定 义 它 的 oo 次 范 数 为 
1。 = TO， (4.3. 和 


即 |Fl。 = |V 本 于 更 lw， 于 是 复 秆 次 可 积 函 数 空间 是 

有 P( 轩 = 和 =eiE 贡 ( 辐 |flp<ooj 1<p<oo (3 本 
易 见 在 复 逢 情形 仍 有 亚 ( 忆 = (了 )， 

对 于 复 值 Le(E) 空间 而 言 ,定理 4.1.2 (Hadler 不 等 式 ) 仍 成 立 ; 定 
理 4.1.4“ 范 数 公理 " 仍 成 立 , 其 中 齐 次 性 的 常数 w 可 以 是 复数 ， 34.12 
中 关于 实 条 Fe(B) 空间 的 性 质 ， 以 及 84.1.3 中 关于 实 信 EPE) 空间 
的 可 分 性 ， 在 复 信 情 形 下 都 成 立 ， 特别 地 复 值 Ze(B) 空间 是 完备 的 空 
间 ， 

在 复 信 平 方 可 积 函 数 空间 忆 ( 瑟 ) 中 ， 内 积 定义 要 做 相应 的 修改 
对 于 六 记 ET 含 

(9 = 上 FlejgEjdz， (4.3.6) 

易 见 由 (4.3.6) 式 所 定义 的 内 积 公式 是 复 欧 氏 空间 内 积 公式 的 推广 , 它 
满足 以 下 “内 积 公 理 "， 

G 共 思 双 线性 性 ， 内 积 关 士 第 一 个 变 元 是 线性 的 ， 关 于 第 二 个 
变 元 是 共 久 线性 的 ; 

@) 共 叔 对 称 性 ， (六 骨 一 机 用) 

(3) 正定 性 ， 

信用 >0 且 (让 月 =0 生 > flz) = 0， ae[ 辐 . 

84.2.3 中 实 值 z2 空间 中 的 弱 收 伊 性 、 正 交 性 、 Fourier 级 数 的 展 

开 、 标 准 正 交 基 等 性 质 都 可 移植 到 复 值 2 空间 中 来 、 某 些 牵 涉 到 复 
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系数 的 请 形 ， 其 条 件 或 结论 需要 做 一 些 调整 ， 例 如 定理 4.2.9(Bessel 不 
等 式 ) 要 改 成 





ya < ly 人 (3 
乒 一 1 
定理 4.2.10 (Riess Fischer) 中 实数 列 {cs} 需 改 成 复数 列 ， 且 满足 条 件 
>》 ,jek|2 < ooi 
上 一 上 
(4.2.19) 式 应 改 成 
『= 上 守 wws| (eq 是 复数 列 ， 清 足 ee < oo | 433 
友 二 于 上 一 二 
内 积 公式 (4.2.19) 应 改 成 
(六 人) 一 >》 扣 厌 - 【4.3.9 
类 一 1 
$4.3.1 卷 积 
设 /tc) 与 gfz) 是 & 上 ( 实 人 或 复 值 ) 的 可 测 函 数 ， 若 积分 
人 Je-opdy (4.3.10) 


存在 ， 就 称 此 积分 为 函数 了 与 9 的 卷 积 ， 记 为 fx gz) ， 
注意 ， 这 里 函数 fx - 切 可 看 作为 及" x 了 " 上 上 的 可 测 函 数 - 
显然 卷 积 具 有 对 称 性 : 
了 # 昌 一 中 了 【4.3.11 
和 双 线 性 性 ， 卷 积 f* 9 关于 变 元 了 和 9 分 别 是 线性 的 . 
定理 4.3.1( 杨 (Young)] 氏 不 等 式 ) 若 J E 下 (BR 人 芭 P < 
ec)，g EL( 了 na 则 ggEZEPRn") 且 
上 gl 大 1 ， (4.3.192) 
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证 明 当 2P= oo 时 
isgfzj| < 1 le - 明 leGley 
加 
< 站。 / jelolday = leleol，， 
， 
所 以 fxge Fee(Rn) ,上 且 人 sg Selgl 当 1<p< oo 时, 由 


Halder 不 等 式 
|F* oz]| < 1/ | 一 四 gdy 
区 mm 


= 人 |7lz - 中 | 人 letD*ay 


S (人 je- Pleelay】 (人 jetodyl) ， 


对 上 式 两 端 作 5 次 条 方 再 对 变量 z 作 积分 ， 根 据 Fupini 定理 可 知 


/eeapaaslei 人 (人 ME-apazjpol 
三 凶 谣 这 | 导 ， 
于 是 得 f*9ge ZEP(R") ,县 |* 细 jlalp ， 
特别 的 ， 当 呈 = 1 时 ， 册 此 定理 可 见 卷 积 运算 关于 工 (Rn) 空间 巧 
封闭 的 . 在 志 (B") 中 的 卷 积 运算 没有 单位 元 ( 见 本 节 习 题 第 19 题 )， 
引 理 4.3.2 (平均 连续 性 ) 车 了 ez(R SP<eol, 则 有 
Ja 人 17z+D- Flzi dz =0， (4.3.13) 
证 表 ” 任 给 常数 = > 0, 下 定理 4.1.16, 可 作 分 解 
四) 一斑 ( 区 十 户 (z)， 
其 中 方 ECe(Rn), 户 满足 不 等 式 ‖ 瑚 旧 < s/4. 由 于 户 (z) 具有 紧 文 集 
且 是 一 致 连续 的 ， 易 知 存在 常数 5 > 0 ， 使 得 当 中 <5 时 有 
7 
人 | 人 +- 矶 GPa < (3) ” 
配 
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从 而 由 Minkowski 不 等 式 


(re -Pao 
<( 人 | 疡 (zz 十 菇 一 hPa 十 LU/ | 户 (z 二 四 一 记 zjlrdz] 


[ 
< 了 二 引产 lp < < 


工 
天 


定理 4.3.3 若 j9e 天 (R), 则 Fr*g(z) 是 下 "上 有 界 连 续 函 数 ， 


Isglle < Ilelel， 43.14 
证 明 由 Schwartz 不 等 式 得 
人 Je- 


<( /HG-aa) To 


-IFls le 
所 以 fr*gEEe(Rr) 上 且 (4.3.14) 式 成 芯 ， 仍 用 Schwartz 不 等 式 ， 得 
|sgz+ 和 一 了 +g(z 
<lg 必 上 Hz+t- 人 -fenPas 
本 
-lo 情人 7@-9-7o)Pay， 
臣 
由 引 理 4.3.2, 即 得 Fr ge CURn) 
由 于 不 非 负 整数 mif1 <i < 中 构成 的 有 序数 组 





尼 一 (oa ,ea 2 (4.3.15) 
称 为 光 重 指数 ， 对 于 每 个 a, 引 人 微 分 算 子 
De - (二 放 . (二 六 (4.3.16) 





194 ”第 四 章 了 空间 





称 之 为 多 重 微分 筑 子 ， 它 的 次 数 是 
lal = al 十 aa 十 :十 上 nm， (4.3.17) 
若 la| = 小 规定 D* 了 = ff. ( 注 ， 多 重 微分 算 子 D* 有 时 记 成 3 .) 
令 电 是 梭 中 的 非 空 开 集 ， 。 是 自然 数 ， 记 
Ce 人 ={fecDiDpsFectnh 对 二 Yaji (4.3.181 
cs = fsctO| DeClo), 对 于 Ya 满足 la|l <s)， 
(4.3.19) 
定理 4.3.4 记 Br = 他 ER zl<7) 设 9 是 到 "上 的 函数 满 
足 对 于 一 切 r> > 09ELBD) 了 ECR) 则 FrgEC Rh 且 
Dr*) 三 Drg， alss， (4.3.20) 
证 明 卷 积 J*9 显然 存在 ,应 用 定理 3.2.7 相继 。 次 ， 在 积分 号 
下 取 微 商 即 得 . 
定义 4.3.5 设 efz) 是 定 广 在 人 ”上 的 函数 ， 对 子 任意 的 常数 
= > 记 
efz) = so 人] ， [4.3.21] 


定理 4.3.6 设 peFR), 旦 pl =1. 著 
了 E 工 人 ( 妥 ”) 工 世 也 忆 co， 
则 有 
im ee* 了 一 中 三 日 . 【4.3.22] 
证 明 ” 衫 据 卷 积 定 六 
ecx ja = 人 je-opeo0d= 人 GovGdy， 
到 = 柜 * 
与 证 明定 理 上 3.1 相仿 ， 令 《为 ?的 共 罗 指 数 . 由 H5lder 不 等 式 得 
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Im Fo) 一 Fe]| 
-De 四- 
< 1 He 鸭 -Falleenliay 
加 


<| /be -本 -yaPeole| 
对 上 式 两 庙 作 次 乘 方 再 对 变 基 z 作 积分 ， 运 用 Fubini 定理 得 
人 7 四 -yd 


< 人 eol 人 Je-a-7eazjw 


令 上 一 0 因为 
人 GE- 加 -yazssnly 民 


由 控制 收 敏 定理 ， 上 面 不 等 式 右 庙 可 在 积分 号 下 取 极 限 ， 再 运用 积分 
平均 连续 性 ( 引 理 4.3.2) 得 
下 人 ery@) -TIPaz 


一 i 了 一 E) 一 7dz dy = 
/下 ve- 四 -yepdjm 

在 FI(Rn) 中 虽然 卷 积 运算 无 单位 元 ， 但 是 pe x 了 工 + 广 所 以 z 
称 为 卷 积 运算 的 渐 近 单位 元 . 

例 1 考虑 冰 数 Ptz] = xuan 则 

1 
etkz) 一 XI-eel(a)- 
易 见 对 任 给 Je (RD 有 
orya = 人 yt 至 六 四， 

十 旦 由 定理 4.3.1, | 天 | < lp; 且 由 定理 4.3.6, 关 - 
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例 2 在 区 间 (0,1) 上 定义 函数 


g 一 Pfz] 一 [re 人 (3 





然后 令 
和 (D) =0， ofz) 一 0， 训 > | 
pz] = 所 2 < 小 





图 41 


如 图 4.1 所 示 . 可 证 明 PE Ce (下 ). 记 
en(z] = mnzjAlle， 下 =12… 
任 给 
7e 严 ( 了 (1 <P< oo)， 
令 扩 = 加 + 下 则 由 定理 43.4, 六 E Ceo( 取 ,及 定理 二 3.6, 户 二 三 这 
就 得 到 结论 ， 每 个 函数 了 E 于 ( 根 ) 可 用 无 限 次 可 微 函 数 Fr 各 近 . 换 
名 话说 ， Ce ( 取 ) 是 ZI(R) 的 稠密 子 空间 ， 


例 3 考虑 困 数 


全 (7z)] 一 1 e 一 让” 


V2r 
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记 全 afz) 三 33 环 (nz 下 = 12 则 Ym|T = 二 而 且 对 于 任意 的 
常数 5> 0 有 
] 
ja 过 
im 广 你 a(zjdz 一 im 人 
设 -ooe < GE 二 ax<D<p<eoeo 记 总 一 (ay 了 = Xay 万 = fn + 则 


上 也 吕 1 2 守 
TI 一 2 
am=-- 冯 全 y 
CDenerz 一 切 和 
元 太 2 和 
CD 2KR 十 1 


5 下 
高 工 二 5 一 KK 人 他 一 切 拓 dy 


- 下 


点 纪 24 十 1 
-于 工 GT 户 ktz)] ， 
其 中 疡 kfz) = (zaj2ttl-(z-D)2i+1 是 中 次 多 项 式 . 因为 户 瑟 放 
而 在 区 间 lo, 员 上 ， 思 可 用 上 式 右 端 级 数 的 部 分 和 一 致 逼近 , 故 在 [a, 吕 
上 xa 可 用 多 项 式 Zr 台 近 . 结合 定理 4.1.15 可 知 , 每 个 上 E Zrfa 划 可 
用 多 项 式 Fe 逼近 ,因此 区 间 [如 上 的 全 体 多 项 式 是 空间 TP[o, 中 的 
稠密 线性 子 空间 . 


84.3.2 二 2( 了 及") 上 的 Fourier 变换 


Fourier 变换 是 苗 数 空间 上 的 一 业 特 别 重要 的 线性 变换 ， 它 是 通过 
Fourier 积分 来 定义 的 ,而 Fourier 积分 则 是 周期 函数 的 Fourier 级 数 的 
自然 推广 ， Fourier 变换 在 常 系数 微分 方 物理 论 中 起 着 重要 的 作用 ， 
通过 这 种 变换 ， 将 原来 自 变量 空间 中 的 微分 运算 转化 为 对 偶 变 基 空 间 
中 的 代数 运算 ， 从 而 可 把 原 自 变 其 空间 中 的 许多 问题 转化 到 对 偶 变 重 
空间 中 进行 讨论 ， 所 以 它 能 成 功 地 处 理 常 系数 微分 方程 中 许多 困难 问 
题 (例如 基本 解 存 在 性 问题 )、 
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定义 4.3.7 对 于 任意 的 JE ZR"), 令 
用 | 一 证 : 沁 
二 一 (蒜苔 人 Ze dz， (4.3.23) 


其 中 t 开 = 3 称 六 是 了 的 Fourier 变换 ， 有 时 记 大 :一 玉 于 
Yi-1 
是 Fif = 六 大 是 线性 映射 ， 即 F(a 户 + 有 PP) = aF 户 +8F 户 . 


当 了 是 实 值 函 数 时 ， 它 的 Fourier 变换 是 复 值 函数 ， 变 量 上 称 为 
变量 z 的 对 偶 变 基 ， 引 入 记号 ， 对 于 了 E 下 "， 


et(z] 又 st， [4.3.24) 
于 是 
了 上 二 了 etfO) 一 人 zje-t(z)dz， (4.3.25) 
设 沁 EZ(OR) 由 于 |e(9= 下 ze-tzjl<s fa 显然 有 
| 可 < ah ， (4.3.26) 
并 且 在 积分 号 下 取 极 限 ， 可 得 了 是 + 的 连续 函数 . 于 是 它 的 Fourier 变 
换 也是 有 界 过 续 函 数 . 
对 于 多 重 揪 标 a = (aaaz，… ,an), 记 
De = iielDs = (六 L (二 六 人 3.27] 
则 
Deet = 一共 er ， {4.3.28) 
其 忠 = 经 下 可". 若 己 是 复 多 项 式 
P( 扑 = ca 一 >》 cot 人 6 (4.3.29) 
记 


P(D) = 》 caD。。 P(-D) = 》 (-DilceDe，、 (4.3.30) 


则 
已 (D)e 一 忆 ( 昌 et ， (4.3.31) 


44.3 卷 积 与 Fourier 变换 ”199 


当 zy E Ba, 引入 平移 算 子 关 如 下 ， 
立 们 = 7 一 了 . (4.3.32) 


引 理 4.3,8 设 所 中 二 工 坟 限 中)， ze 下 "， 则 
(了 【 妆 门 * 一 e_ 
(2) 【ez 及 二 克 玫 
(3) 人 Frg = 诊 ; 
(9 若 入 > 0 Hz) = 7(z/ 为 , 则 站 昌 = 和 FA 
证 明 (D 和 (2). 经 计算 有 
六 工 四 
(人 因 一 5 人 Fe dy 
一 让 人 jg 一 ze idy 
二 Ta 人 Fuje- 让 (e+zjgu 一 ee 一下 工 六 ， 
[ez 站 “人 ( 一 na 人 eits (tje- 引 ydy 
一 CT 人 0)em9ady = 站 一 可 


= (一 门 白 . 
(3) 由 Fubini 定理 得 到 ， 而 (4) 可 由 变 基线 性 变换 得 出 ， 
定义 4.3.9( 速 狗 函数 ) 若 /ce Co (Rn), 满足 条 件 ， 对 于 任意 的 
六 一 12 


sup sup (1 十 过 加 “|De7(o| < oo， (4.3.33) 
jal< >ERn 


称 7 为 速 降 函 数 ， 将 由 民 "” 上 速 降 函 数 全 体 构 成 的 集合 记 作 3S( 虹 “ 


根据 定义 了 ESf(n")] 当 旦 仅 当 对 于 任意 的 络 重 指数 a, 任意 "” 上 
的 多 项 式 己 , 函数 忆 ,De*j 是 R" 上 的 有 界 函 数 , 因为 可 用 (1 上 +jz|2)" 己 
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代替 P, 所 以 了 ES(Rn)] 等 价 于 对 一 切 的 客 项 式 P, 一 切 的 客 重 指数 wa， 
有 王 .Dep E ZHIR)， 


定理 4.3.10 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 全 蛋 Cs (了 ) 在 工 "(B") 
(1 <p< oo) 中 稠 黎 ， 
证 明 由 定理 4114 条 ， Ce(R") 在 e( 了 ") 中 稠密 ， 故 只 需 证 
明 ， 对 于 任意 的 函数 / e Ce( 了 Rn"), 可 用 CS(R") 中 的 函数 z 逼 近 . 
任 选 PE Cge (BR 不 妨 设 lpl = 1. rpe 具有 紧 支 集 ， 由 定理 4.3.4 
知 ， 了 *wpe ECee( 权 n). 由 定理 436 知 ， 当 上 E 一 由 
If* es 一 痢 p 一 0 


注 由 于 Fr*wes CSR"), 故 SR7) 在 天 (RS<D< co) 中 平 
密 . 


命题 4.3.11 有 速 降 函数 空间 S( 民 ") 具有 以 下 的 性 质 : 
(GT 若 了 es5(Rn), 则 对 于 任意 的 多 项 式 书 , 多 重 指数 we 和 Y9 E 
S( 权 "), 仍 有 三 六 9 六 DeeESR 
GO) (P(D)P 六 = 了 六 (PH 有 =PCD)F 
(3) 广 e S(Rn) . ， 
证 明 {1) 显然 有 Do Ee 5(R"). 由 菜 布 尼 兹 (Leibniz) 法 则 可 得 
己 .上 g7ES(Rn)， 
(2》 由 人 4.3.31) 式 ， 
[PID) 六 *es = f*(P(D)et] =* (Per = Pb(freih， 
等 式 丙 边 在 Rn 的 原点 取 值 ， 再 由 (4.3.25)] 式 妈 得 (3) 的 第 一 式 ， 即 
(P(D) 及 “由 = POD7 的 . 
车 主 = 怕人 tn 二 则 
不 站 一 Fe 1 人 zi Fa et 一 工 -iz-tdz 
ET 加 


让 (2zn72 iie 
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由 于 zy e 王公 ,运用 控制 收 佑 定 再 ， 
-i 交 和 = 7 人 zi ffzjerirtdz， 

这 是 (2) 的 第 二 式 Pfz) = zi 的 情形 .一 般 情况 时 重复 运用 上 面 的 讨 
论 ， 

(3) 给 定 f e S(Rr). 令 gz) = (-Dixlzr7(lz), 则 gsS(Rn) 由 
(2) 知 ， 分 = Du 记 因 为 P(D)g e 亚 (R")，(P(D)9)” 是 有 界 函 数 ， 故 
对 于 任意 的 多 项 式 P 和 多 重 指数 w, 函数 已 .Do 六 = 忆 . 人 = {P(D)9] 
终 是 有 界 的 ， 由 此 可 得 六 S(Rn) . 

定理 4.3.12 若 ELIR"), 则 广 E Co( 有 中 并 且 

1 < Ia7(2ry72， 
证 明 Ye 三 (Rn) 存在 万 ES(Rn),7 = 1,2,……，, 使 得 
站 上 一斑 几 = 0， 
因为 方 ES(Ra) C Co(R"), 又 图 (4.3， 29) 式 可 得 
1 -Ps 1- 让 

从 而 可 知 方 在 权 " 上 一 致 收 化 到 地 . 证 毕 . 

考虑 肥 "” 上 的 Gauss 密度 丽 数 





Ge) =exmp(- 5 . (4.3.34) 
显然 有 Ge SR 全 = G 且 
G(0) = 5 Edt， (4.3.35) 


事实 上 ， 车 记 Gifzi) = exp (一 下 /四 , 则 
G@= Tcite)，e0=GtD)Ga(tt) entto) 





@ CofRn) = { ecCtRn | im /az) = 0 
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考虑 一 元 函数 Giftzl), 它 是 一 阶 常 微分 方程 
久 十 zi 二 0 
的 解 ， 由 命题 4.3.11 中 的 (23) 可 知 ， 司 ; 也 是 这 个 微分 方程 的 解 ， 所 以 
Gy/Gn 旦 常数 .由 于 Gi(0) = 1, 因而 
碾 1(0) 一 元 人 Cifzil)d7l 一 志方 e 一 zidzi 一 】， 
由 此 可 得 二， = Ga 同 理 有 他 ) 三 个 六 了 一 2 人 ， 故 他 = 人 根据 定 
和 1 
CD0) 一 人 3 人 CG(TJGz ， 
将 人 = 后代 入 ， 即 得 等 式 (4.3.35). 
下 面 讨 论 Eourier 变换 的 性 质 ， 
定理 43.13 ( 北 定 理 ) (1) 若 9 ssSR")， 则 
1 信 j 空 - 。 
9f{I) 一 [7 人 欢 [的 BE di (4.3.36) 
(2 Fourier 变换 下 :SR - S(n) 是 一 一 在 上 的 线性 映射 ， 而 
且 大 一 了 
(3) 若 了 E 瑟 (B") , 且 了 了 ER) 令 
6 = 人 Powrdt 
由 Fe = 态 {z)，a.e,| 于 "]. 
证 明 若 记 ge DR") ,大 虑 冯 重 积分 
1 一 语 导 
人 fbob)e dsdt 
由 Pabini 定理 得 到 
人 Froty= 人 yb8d: (4.3.37) 
() 对 于 9 ES(Rn), 取 j9= Go (> 0 代入 (43.37) 式 得 
人 srEomay = 人 cdt 
焉 * 及 n 


1 
(2mr)n72 
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人 gtAUOG(y)dy = 人 人 /入 8 昌 入 ， 
聘 ” 及 
令 和 一 oo 对 上 式 取 极限 , 由 于 92 一 8 CGO0) = 1 以 
及 和 控制 收 伊 定理 得 
8 人 (人 风 = 人 祭 折 二， 
由 (4.3.35) 式 ， 
or E 人 50dt 
应 用 引 理 43.8 中 的 (1)， 
1 A 
gr] = (7-zgjfo) = 三 / (rz9] 的 考 ， 


1 ， 
一 一- Biyeiztdt， 
[7 人 纪 的 e 


(2 在 3( 取 工 和 :9 全 你 轩 提 当 =0 得 9= 册 所 以 Fourier 
变换 开 在 S(R") 上 是 一 一 了 英 射 ， 而 等 式 (4.3.36) 还 可 写成 


和 Jr) = 8 一 划 ， 
记 区 2) = 以 下 ), 则 和 9 = 站 因此 4 = 9 这 说 明 Fourier 变换 未 
在 S(R") 上 是 满 映 射 . 
(3) 任 取 9 ESIR")， 
人 AtaBada 


= 人 { 二 人 Pinervayjpaaz 


=- 人 种 [ 商 王 人 5aerdz| 


= 人 Pio)w= 人 Flzj8(zjdz。 
Rn R* 
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王 式 中 最 后 一 个 等 式 是 由 (4.3.37) 得 出 ， 由 (3) 可 知 函 数 六 可 以 取 迄 
S(R"). 帮 对 于 任意 的 由 E Cee( 有 :) 有 
人 Ga -yscjdz=0， 
于 是 兵 (z) = Ffz), ae. 成 立 ， 
定理 4.3.14 设 六 esS(R"), 则 
{() 了 9E SR)i 
@) (19 = 了 9. 
证 明 由 引 理 4.3.8 中 的 (3 有 (fyg^ = 六 即 下 1*g = 
FLPDF(9). 用 了 与 8 代替 扩 和 9 
FF 四 = 天 (用 户 的 = 疝 =( 人 9 = 天 (9)， 
对 上 式 两 边 作 用 大 :, 即 得 (2) 
由 于 fg < S(Rn) 由 (2) 知 ， 六 * 信 ES(R) 由 于 Fourier 变换 丰 
是 3(R") 上 的 满 映射 ， 故 这 给 出 对 于 任意 的 函数 上 9 E SIRn)F*gE 
SR")G) 得 证 . 
定理 4.3.15 (Planceherel 定理 ) 存在 (BR") 到 宫 身 的 一 个 一 一 
在 上 线性 映射 更 , 它 满 足 
亚 = 六 YES(R， (4.3.38) 
且 
| 亚 痢 = 用 la， Y 瑟 (了 7 ( 涉 3.39) 


证 明 若 六 geSl(R"), 由 选 理 二 3.13 知 ， 


人 f(z] 世 7)dz = 人 za 5 人 Ferrdtjaz 


= 人 jg 疝 玉 人 F(zeis :dzjd 
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可 得 Parseval 等 式 
太 JGzaaz= 人 75dt (4.3.40) 
下" 路 
若 取 9= 记 即 得 
ia = fa， YF ES(B")， (4.3.41) 
于 赶 Fourier 变换 天 是 SIR") 到 自身 的 一 个 五 ” 模 等 距 上 映射 . 下 面 将 
(了 "1 上 的 Fourier 变换 延 折 到 空间 工 ?2( 及 ") 上 ， 设 六 E 形 ?( 有 Rn ,由 于 
S(Rr) 在 2(Rn) 中 稠密 ， 存 在 0 E SR = 2 9 全 大 出 
等 距 性 质 (4.3.39) 式 ， { 镶 } 是 瑟 ( 权 ") 中 的 基本 列 ， 记 极限 为 更 户 即 
Ji 亢 = 亚太 
则 亚 六 E Z2( 权 ")、， 显 然 下 是 空间 22(Rn") 上 一 个 线性 映射 ， 若 还 有 函 
数列 有 ecS(Rn = 1 , 则 局 蕊 记 由 于 呈 - 记 二 0, 根 据 
等 距 性 质 人 -7 思 志 ;0, 故 更 矿 不 依赖 於 S(Bn) 中 遂 近 列 人 的 选择 . 
显然 ， 当 1 E S( 芭 "] 时 ，f = 广 又 因 
人 对 州 2 = | 二 9 = | ， 
于 是 得 到 线性 变换 更 是 到 (Rn 上 的 等 距 线性 上 映射, 且 更 在 SR) 上 
的 限制 是 出 (4.3.23) 式 定义 的 Fourier 变换 所 给 .而 S(Rn") 在 到 (Rn") 
中 稠密 ， 故 亚 是 于 (了 2") 上 的 一 个 一 一 在 上 映射 . 
变换 亚 称 为 工 ?( 取 ") 上 的 Fourier 变换 ， 它 是 (R") 上 一 一 在 上 
等 距 映 射 ， 且 是 周期 为 4 的 映射 ， 即 Ye 2(R"), 有 
再 2 六 一 (4.3.42] 
亚 4 六 一 了. {4.3.43) 
记 现 -1 为 更 的 道 映射 ， 则 到 = 更 -1 而 且 对 于 任意 的 六 9 < 
已 (Rh 有 
( 重 记 更 扑 二 ( 记 从 = ( 昌 - 记 重 -9)， (4.3.44] 
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( 访 亚 9) = ( 理 一 六 9)， (4.3.45) 
以 及 
人 { 亚 月 {z)gfzjdz 三 人 FE 亚 们 (dzr， (4.3.46) 
习 题 


1 在 空间 二 (了 2") 上 ， 证 明 卷 积 满足 结合 律 ， 立户 9E 天 (要 )， 
(了 sg# 丰 二 下 * (本 汪 帮 )， 
2. 定义 蚌 数 的 平移 rz = jz -2 证明 
7Tz[ 了 + 避 一 (7z 硼 # 昌 一 于 # [7Tz 的 . 
3. 设 六 天 三 ( 了 "天 一 二 2 县 有 mn ~ =0. 若 
E 工 ( 民 ) 证 明 ,lim | 大 *9 一 了 * 绚 2 二 
4 设 1<p< aa， + = 1 7e zfRn)g ee(Rn), 证 明 太 gz) 
有 定 尽 昌 是 到" 王 的 连续 函数 . 
*5，( 杨 氏 不 等 式 ) 设 了 E 三 ( 妥 9 E 9 用 1 达 pg < oo， 
+ 1=>0 令 pz) = gtz), 证 明 
le tllellells 


6. 给 定 [0,co) 上 函数 了 和 9, 设 它们 在 任意 有 限 区 间 上 LebesEgne 
可 积 . 





必 


froa= 1/ Gagay， 
证 明 f*g 在 任意 有 限 区 间 上 Lenesgue 可 积 . 
7. 设 Fe 路 ( 攻 ), 而 且 (F* 六 人 z) 几乎 处 处 有 定义 ， 记 
让 (人 = 六 cz 专人 本 三 (民用 (人 Z) 信友 223 小 
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则 称 居 (z) 为 FIz) 的 m 次 夺 次 卷 积 . 车 了 E ER)1L<Dp<ec, 记 9 为 
2 的 共 印 指数 ， 并 令 
1 一 < 二 -1 天 一 1 2 ， 
证 明川 天 时 芝 才 及 天 三 二 和， 
8. 设 P>i 是 它 的 具 罗 指 数 ， 9 eE 狄 ( 五 ). 车 存 在 M > 0, 使 得 
对 于 一 切 吾 上 简单 可 积 函 数 pfz), 部 有 


上 8(zJB(TJdz 


证 明 9e E( 同 , 且 1gllw < 对 
9 (广义 Minkowski 不 等 式 }) 设 Fe JRn x 了 n)， 落 对 于 几乎 处 
处 的 羡 E 耿 "下 E ( 虹 下 和 B< co), 且 有 
人 Canldy=Ms<oo， 
证 明 


| /1 real| az “< 人 | 人 wanpaz 人 


10. 设 geEIE) ,日 在 可 测 集 忆 上 9fzy > 0. 对 于 可 测 函 数 彤 以 
及 工 和 0D<ec, 定 闪 


Iris = ( raretodz) 
并 记 Bf 已 ,人 三 二 二 呐 ( 瑟 让 用 < ec 在 此 空间 王建 立 Halder 不 等 


式 ， 证 时 1, 是 一 个 范 数 . 它 是 完备 的 吗 ? 
11. 给 定 任意 @" 上 的 一 个 测度 疡 设 了 是 关于 疡 的 可 测 画 数 ， 令 


< 到 ol， 











Mb= (人 mraooj) ，Gsp<eo) 


并 记 严 (", 癌 = (7 e 驯 ( 虹 wo 癌 17lle < soj, 在 此 空间 上 建立 Blder 
不 等 式 ， 证 明 ‖ .人 是 一 个 范 数 ， 它 是 完备 的 吗 ? 
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12. 设 产 是 (一 oo,co) 上 的 全 有 限 Borel 测度 ， 了 E Ze(- ecyeoy 人 LE 区 
了 < co). 定 闵 卷 积 如 下 : 
orf@= 人 Te-aang 
证 明天 * 了 ER 一 coco) 且 有 | Hi 和 肛 圳 fl 
13. 设 了 是 -个 阶 可 道 窍 阵 ， 站 E 工 () 念 9z) = Ja 试 
用 了 来 表示 闻 
14. 设 FE 了 L(R")， 三 头 @ 入 是 一 个 复数 ， 且 了 = /试问 应 是 
什么 样 的 复数 . 
*15. 不 用 Fourier 变换 ， 直 接 证 明定 理 4.3.14 中 的 (1 
16. 设 Arz) E Ce(BR"), 具有 紧 支 撑 集 吾 = 仔 E 开 "zl < 记 
下 z] 一 人 fayerizdrz， zz ECn. (4.3.47) 
证 明 函 数 了 是 全 纯 函 数 ， 存 在 常数 cw < oo, 使 得 
六 < evGL+)-werima， =02 
17，{Poisson 求 和 人 起 设 六 E S( 权 ), 证 明 
专 Fl2mrn) = 》、 大) (4.3.48] 


六 芷 开 所 区 纪 
此 公式 在 高 维 欧 氏 空间 中 也 成 立 ， 应 如 何 修改 上 述 会 式 ? 
18，({Riemann-Lebesgue 弛 | 理 ) 设 了 E 工 !(R”), 证 明 


lira 天 z] = 一. 


2 一 的 


19. 证 明 在 空间 二 !( 民 ") 上 ， 卷 积 运算 没有 单位 元 . 
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从 本 章 起 将 介绍 环 函 分 析 理 论 . 证 函 分 析 是 起 源 十 古典 分 析 的 一 
个 数学 分 支 ， 其 研究 对 象 是 无 穷 维 线性 空间 以 及 这 些 空间 上 的 线性 证 
函 和 线性 算 子 .正如 实 变 函 表 理 论 中 欧 色 空间 起 着 基本 的 作用 一 样 ， 
在 泛 函 分 析 中 各 种 类 型 的 抽象 空间 也 同样 起 着 基本 的 作用 .所谓 抽 象 
宇 间 ， 就 是 在 其 元 素 间 规定 了 某 种 关系 的 集合 ， 而 这 种 关系 通常 是 借 
助 子 一 组 会 理 来 刻画 的 . 

本 章 将 要 介绍 的 了 ilbert 空间 是 有 穷 继 内 积 空间 ( 实 空间 便 是 欧 氏 
室 间 ， 复 空间 在 线性 代数 中 称 为 本 空间 ) 向 无 穷 维 线性 空间 的 推广 . 
时 在 玫 函 分 析 成 为 一 门 独立 的 学 科 前 ， 希 尔 伯 特 (Hilbert) 在 研究 积分 
方程 的 求 组 及 特征 值 理论 时 ， 就 首先 利用 了 满足 条 件 


》 1zn < De 


有 一 

的 数列 > = (zi za……,zn…) 的 集合 ， 这 便 是 娄 知 的 空间 己 . 后 来 出 
现 了 抽象 的 距离 空间 ， 引 入 了 诸如 完备 性 、 可 分 性 、 列 紧 性 等 一 系列 
概念 ， 结 合 这 些 概 念 来 讨论 普 , 发 现 了 函数 类 产 ( 刀 ) 与 严 具有 相同 的 
几何 性 质 , 证 明了 Z2( 盏 ) 与 产 作为 距离 空间 的 同 构 性 . 把 它们 的 共性 
进一步 提炼 出 来 ， 便 形成 了 抽象 的 Hilbert 空间 理论 . 

欧 氏 空间 人 1.3) 、 zz 室 间 (84.H 理论 中 都 有 拓扑 和 裤 限 梳 念 ， 
机 它们 都 是 通过 距离 定义 的 ， 因 此 想 离 是 一 个 最 基本 的 概念 ， 子 是 将 
下 离 这 个 术 念 抽象 出 来 ， 便 得 到 一 般 的 距离 空间 ， 在 一 般 的 距离 空间 
中 同样 可 以 引入 拓扑 ， 引 入 极限 .这 是 85.1 抽象 距离 空 何 的 内 容 ， 

在 欧 氏 空间 (81.3) 、 到 空间 ($4.1) 都 是 线性 空间 ， 都 引入 了 范 
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数 (或 模 ) 的 概念 ， 而 且 这 些 空 间 革 的 距离 可 以 通过 范 数 来 刻画 . 因此 
范 数 也 是 这 些 线 性 空间 上 上 的 一 个 基本 的 概念 . 于 是 将 范 数 (或 叫 模 ) 这 
个 概念 抽象 出 来 ， 在 无 穷 维 线性 空间 中 可 得 到 许多 有 意义 的 空间 ， 其 
中 最 重要 的 是 Banach 空间 ， 这 是 第 六 章 的 内 容 . 

在 欧 氏 空间 全 1.3) 、 研 窗 间 全 4.2) 中 还 有 一 个 共性 ， 就 是 具 
有 内 积 构造 ， 通 过 内 积 可 以 得 到 这 些 空 间 上 的 范 数 ， 进 而 得 到 距离 . 
因此 具有 内 积 构 造 是 它们 的 一 个 十 分 基本 的 特征 ， 于 是 将 内 积 这 个 概 
念 抽象 出 来 ,在 无 穷 维 线性 空间 中 引入 内 积 空 间 和 Hilbert 空间 . 通过 
肉 积 ， 引 入 范 数 ， 有 从 而 引入 拓扑 和 极限 ， 得 到 许 老 分 析 性 质 ， 而 内 积 
概念 还 可 给 出 正 变 概 售 ， 有 从 而 可 以 讨论 空间 的 几何 性 质 ， 这 是 本 章 主 
要 讨论 的 内 容 、 
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85.1.1 ”距离 空间 定义 和 完备 化 

定义 5.1.1 设 是 一 个 非 空 集 . 若 存在 七 上 一 个 双 变 量 的 实 值 
函数 mc 中 满足 下 列 三 个 条 件 ， 

(正定 性 : pfz, 久 0 而且 pfz, 人 =8 当 且 仅 当 z = 纺 

(2) 对 称 性 ， pz 用 = Pa 

(3 引 三 角 不 等 式 。 pflz,z] < PT 十 RU 2h 
Yz,gzE 大 , 刚 称 p 为 环 上 一 个 距离 ， 关 称 为 距离 空间 .一 个 以 为 
上 臣 离 的 距离 空间 基 记 作 { 兴 ,有 六， 

燃 似 下 欧 氏 空间 情形 ， 可 以 在 离 空间 中 引进 一 系 齐 重要 概念 . 
首先 是 折 扑 概念 ， 将 三 中 满足 不 等 式 plz, 罗 <7 的 点 z 的 全 体 称 为 
以 aa 为 中 心 ，” 为 半径 的 球 邻 域 ， 于 是 81.3 中 欧 色 空间 肥 "” 中 余 集 、 
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开 集 、 闭 集 、 聚 点 、Berel o 代数， 以 及 稠密 性 等 一 系列 概念 都 可 以 搬 
到 距离 空间 中 来 于是， 开 集 的 余 集 是 闭 集 ;， 闭 集 的 余 集 是 开 集 ; 空 
集 昌 与 全 空间 区 是 既 开 又 闭 的 集合 ， 有 限 个 闭 集 的 并 集 仍 是 财 集 ; 
任意 多 个 开 集 的 并 集 仍 基 开 集 等 性 质 在 抽象 距离 空间 中 仍 成 立 . 

例 工 (型 ",p) 是 上 距 离 空 间 ， 其 中 


岂 


pfz, 攻 一 | >》 (os 一 扩 )， (5.1.) 


了 一 (Zr 一人 
例 2 [io 届 上 全 体 连续 函数 空间 Cle. 趾 中， 全 
Pr = max | 区 一 2 区] ， .1.2) 


如 区 让 攻 


则 (Cfo, 呈 ,站 是 距离 空间 ， 
例 3 5 本 (<p<soco), 依 距 离 


有 六 分 = 有 导 一 外 45.1.3) 
形成 更 离 空 间 . 
例 4 下 <p<eo) 空间 ， 它 是 由 所 有 满足 条 件 
yo < ao 
的 复数 列 一 (zxza，…) 全 条 组 成 依 上 离 
pc 罗 = (于 证 -op] [5.1 
形成 距离 空间 加 


定义 5.1.2 此 离 空间 ( 民 ,p) 中 的 点 列 {zs} 称 为 收 仇 列 ， 是 指 存 

在 于 中 的 点 他 ) 站 放下 0 时 ， PITny 了) 一 0. 此 时 称 字 是 点 列 {zn] 的 
极限 ， 记 作 他 人 了 也 记 作 

lim zw 一 对 ， 【5.1.5) 


下 
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设 4C 瑟 ， 着 afznj c 汕 当天 于 时 于 关 zm ,县 im yn 一 2 则 五 
称 为 4 的 一 个 聚 点 ， 或 称 为 一 个 极限 点 ， 


注 所 谓 Cfe, 相 中 点 列 {zn} 收 敏 到 ,是 指 在 巴 引 上 函 数列 
{zn 人 二 } 一 致 收 黎 到 z 人 的 
容易 推出 航 限 的 唯一 性 ; 着 zn 一 zzn 一 芒 则 z = 事实 上 ， 
对 Ye> 0, 存 在, 当 > 六 时 ， 有 
pfznyzj) <e12， pz 如 <E12. 
由 三 角 不 等 式 得 
PE DA(zn 呈 十 pzni 切 福 e， 
令 s 一 0 即 得 plz, 凡 =0 即 z=f 


定义 5.1.3 虐 离 空间 ( 导 ,p) 上 的 点 列 {zn} 称 为 基本 列 ， 是 指 当 


mm oo 时 ， pznyzm) 一 0， 


基本 列 也 称 为 作 柯 西 列 ， 显 然 (于 ,6) 中 任意 收 伍 列 必 是 基本 列 ， 
反之 基本 列 不 一 定 在 大 中 收 和 化. 例如 有 理 数 基本 列 在 有 理 数 域内 就 不 
一 定 有 极限 , 


定义 5.1.4 距离 空间 ( 荆 ,p) 称 为 完备 的 ， 是 指 每 个 基本 列 都 是 
收敛 列 ， 


例如 ,由 区 间 [ae, 避 上 的 多 项 式 全 体 村 成 的 空间 王 [a, 引 , 在 臣 离 
(5.1.2) 下 不 是 完备 的 ， 册 区 间 fa, 如 上 的 黎明 可 积 函 数 全 体 交 成 的 空 
间 , 在 p= 1 时 的 上 离 15.1.3) 下 不 是 完备 的 .但 是 空间 如 [ae,], 有 ) 
都 是 完备 上 距离 空间 ， PP 人 (1 么 p < co) 也 是 完备 的 . 


定义 5.1.5 给 定 距 离 空间 ( 司 ,站 (Op 设 了 是 天 到 了 的 映 
射 ， 如 果 对 任意 的 z,y E 交 , 都 有 plzg) = Ptzrzr7og) 称 了 是 等 距 映 
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射 ， 扎 称 为 与 其 像 TX CTY 等 距 同 构 的 ， 


凡 等 焉 同 构 的 距离 空间 ， 它 们 的 一 切 与 距离 相 联 系 的 性 质 都 是 一 
样 的 ,因此 今后 将 不 再 区 分 它们 , 于 是 在 定义 5.1.5 中 可 认为 ( 半 , 站 ) 是 
( 互 ) 的 一 个 子 窗 间 ， 记 作 (人 ,PC (Yo 


定 妈 5,1.6 设 ( 巧 ,p) 是 一 个 距 高 空间 ， 集 合 互 C 大 满足 如 下 的 
条 件 :， vzeXyYE>03ayE 瑟 使 得 pflz 攻 <s, 就 称 巨 是 么 的 稠密 
子 集 . 


易 见 玉 C 三 是 碟 的 稠密 子 集 的 充分 必要 条 件 是 ，Yze 区 存在 
已 中 点 列 {fzn}, 使 得 zn 一 2 例如 根据 蓝 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定 
理 ， [a 身 上 的 多 项 式 空间 Pa 站 在 Ca, 映 中 稠密 ， 在 上 一 章 中 还 证 
明了 Ce 人) 在 2( 瑟 ) 中 的 稠密 性 . 

每 个 距离 空间 都 可 以 完备 化 ， 这 就 是 下 述 的 完备 化 定理 . 我 们 将 
只 给 出 定理 的 叙述 .定理 的 证 明 可 参考 附录 三 ， 

定理 5.1.7 和 任 给 距离 空间 (Xo;po), 则 必 存 在 一 个 完备 距离 空间 
(天 站 ,使 各 等 距 于 苇 中 一 个 稠密 子 集 乓 ,， 且 除去 等 距 不 计 以 外 ， 
(%,P) 是 唯一 确定 的 . 这 时 ( 邢 ,m 称 为 (Xo,m) 的 完备 化 空间 . 

例如 在 84.1 中 已 证 明 在 范 数 给 出 的 距离 下 ，[a, 引 工 黎 曼 可 积 
函数 全 性 是 不 完备 的 ， 它 的 完备 化 空间 是 [e, 世 上 Lepbesgue 可 积 函数 
全 体 ， 即 严 fa, 引 ， 换 名 话说， [a, 趾 上 黎 曙 可 积 函 数 全 体 在 Lebesgue 
可 积 函 数 空间 中 是 稠密 的 ， 


85.1.2 ” 列 紧 性 与 可 分 性 
给 定 距离 空间 ( 司 ,P), 4 C 和 如 果 存 在 ro < 写 , 及 > 使 得 
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本 CC (ror) 其 中 
百 [zo; 门 一 他 丘 天 | pz 20) < 了 (5.1.6) 
则 称 4 是 有 界 子 集 . 
在 有 穷 维 欧 氏 空间 中 ， 有 界 无 穷 集 必 合 有 一 个 收 仇 子 列 ， 这 个 性 
质 不 能 推广 到 一 般 的 距离 宝 间 ， 
例 媳 妥 ( 吾 ) 中 有 标准 正 充 基 { 他 中, 显然 fen S 3(0, 1 其 中 9 表 
示 恒 为 鹤 的 函数 ， 但 是 {zr*] 不 含有 天 收敛 子 列 . 


定义 5.1.8 给 定 距离 空间 ( 必 , 站) 汪 是 夺 的 子 集 - 如 果 4 中 的 
任意 点 列 在 天 中 有 一 个 收 伍 子 列 ， 称 4 是 列 紧 的 ， 如 果 这 个 收 伍 节 
列 还 收 委 旬 4 中 的 点 ， 则 称 4 旦 自 列 紧 的 ， 如 果 空 间 X 是 列 紧 的 ， 
那么 称 瑟 是 列 紧 空 间 ， 


易 见 权 " 中 有 界 集 是 列 紧 集 ， 任 意 有 界 闵 集 是 自 列 紧 集 ， 列 紧 空 
闻 内 任意 子 集 是 列 紧 集 ， 任 意 闭 子 空间 是 自 列 紧 集 ， 此 外 容易 证 明 ， 
列 紧 空 间 必 艳 完 备 空 间 . 

在 焉 离 空 间 内 ， 点 集 有 痉 性 保证 不 了 它 的 列 紧 性 ， 为 了 刻画 列 蜂 
性 ， 察 斯 多 夫 (Hausdorf) 引入 了 完全 有 界 性 概念 ， 


定义 5.1.9 给 定 距离 空间 (Xp)，M C X， 

人 设 Nc ae > 0. 车 对 于 任意 zc M, 总 存在 y E N, 使 得 
ze Bye), 那 么 称 N 是 的 一 个 上 网 如 果 N 还 是 一 个 有 穷 集 ， 
那么 称 N 是 M 的 一 个 有 穷 = 网 ， 

人 如果 对 任意 < > 0, 都 存在 的 一 个 有 穷 。 网 ， 则 称 集合 M 
是 完全 有 界 的 . 


定理 5.1.10 (Hausdorff) 设 (Xp 是 距离 空间 ， M C 天 ， 
介 若 好 在 天 中 列 紧 ， 则 对 完全 有 界 ; 
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(2 若 志 是 完 兰 空间， 并 完 全 有 界 ， 则 时 列 紧 . 

证 明 (1) 用 反 证 法 . 若 3eo > 0, M 中 没有 有 穷 an 网 . 任 取 zi E 
af,3raeaMABfrlsoi 对 frlzzl, zacjznAvBfriyeolU 瑟 (rayco)i 

对 farsamnjaznta e MAN Blzeeoj; ,这 样 产生 的 点 列 

{rac 邓 显然 满足 plznyzm) 之 so(n 天 1) 它 没有 收 黎 子 列 . 这 与 
好 的 列 缀 性 矛盾 ， 

{2) 落 {fzaj 是 对 中 无 穷 点 列 ， 要 找 一 个 收 藤子 询 ， 对 任 给 es > 0 
有 {g，…… ,gm c 邓 ， 满足 


U Be6D MD fazn 


i 一 圭 

于 是 必 有 某 个 召 (yr;s) 含有 {fzn} 的 无 穷 子 集 .， 根据 此 事实 ， 依 次 取 
E 一 1172， 17 对 = 上 ys 计 ) 以 及 全] 的 子 列 fr 了 < 
Bf 1 对 E=1/2,3E 对 ,以 及 fy ] 的 子 列 {zf} C B(pa, 173); 

对 上 = 1 名 3 拓 E 好 以 及 {zk 9 的 子 刚 {fzp] C 忆 (wks1/ 间 ; 
…. 最 后 抽出 对 角 线 子 列 {fz 避 }， 它 是 一 个 基本 列 . 事实 上 ，Yes > 0， 
当 实 >2/c 时， 自然 数 有 

pz 芭 PT gg) 十 Op，gn) 





2 
扫 玫 所 避 ， 
定义 5.1.11 一 个 距离 空间 若 有 可 数 稠密 子 集 ， 就 称 为 是 可 分 


定理 5.1.12 ”完全 有 界 的 距离 空间 是 可 分 的 . 
证 明 取 Nu 为 有 穷 的 1/n 网 , 则 口 W, 是 一 个 可 数 稠密 子 集 . 


定义 5.1.13 设 对 是 距离 空间 ( 匡 ,p) 的 一 个 子 集 ; 卫 = {Cejisy 
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(全 是 指标 集 ) 是 天 的 开 集 族 ， 若 


Mcljecn 15.1.7) 
【E 了 


则 称 开 是 邓 的 一 个 开 愤 盖 、 如果 好 的 任意 开 覆 盖 包 含 凡 的 有 限 开 
材 盖 ， 即 型 的 开 层 盖 卫 = {Gejier 内 存在 Go :Gr 使 得 

吕 Cr 了 4， 

一 1 


就 称 对 为 紧 致 集 ， 简 称 紧 集 . 


定理 5.1.14 设 (Xp 是 距离 空间 ， 为 了 M C 瑟 是 紧 致 集 必须 
且 仅 须 它 是 自 列 紧 集 . 
证 明 必要 性 . 设 凡 是 紧 致 的 ， 当 对 为 有 限 集 时 ， 它 当然 上 月 列 
紧 . 假设 对 是 无 限 集 ， 如 果 它 不 自 列 紧 ， 则 存在 好 的 一 个 无 限 子 集 
4, 使 得 4nM = 包 其 中 由 是 4 的 所 有 聚 点 的 集合 .集合 汪 称 为 4 
的 导 集 .从 而 任 取 * E 对 , 存在 ss >0, 使 得 Blzes)nmna4 是 有 限 集 . 
开 邻 域 族 2 = {Blz,sjjacw 是 好 的 一 个 开 焰 盖 ， 故 存在 有 限 个 开 邻 
域 杞 (ziez)，… ,如 (smiszn) 有 
U 吾 {2iEz MDA. 
jj 一 1 


从 而 ， 
4= 1 4nB(zieai). 


了 1 
每 一 个 4m Bf(zi,en) 是 有 限 集 ， 故 4 亦 为 有 限 集 ， 与 所 设 4 为 无 限 
集 了 矛盾 ， 必 要 性 得 证 ， 

充分 性 . 设 M 是 自 列 紧 集 ， 要 在 M 的 任意 开 覆 盖 中 取出 有 限 恰 
盖 . 用 反 证 法 ， 如 果 在 某 个 邮 的 开 性 兽 了 = {Gxjxeyr 中 不 能 取出 有 
限 峰 盖 . 由 于 jz 是 自 列 紧 的 ， 它 是 完全 有 界 的 ，Ym e 这 存在 有 穷 
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的 17m 网 
Rn = [zz 的 zt] C RM， 
MC L | Bo,Um. 
3Emn 
因此 ，Yn E RN,3sn e Na, 使 得 集合 好 门 Blyn,1LAm) 非 空 且 不 能 被 有 
限 个 如 ,所 覆盖 ， 由 假定 M 是 自 列 紧 的 ， 点 列 {yn} 中 必 存 在 收 和 伍 子 
列 fy } 收 伍 到 一 个 点 0 E Co 由 于 Gxo 是 开 集 ， 必 35 > 0, 使 得 
Bo,6) Ce 取 上 大 足够 大 ， 使 得 wk > 2175, 并 且 pg) < 572, 则 
weanBgn ln 有 
PC 加) 冯 PE 十 Pa 十 5 所 名 

即 了 el 从 而 MnBlgnwlAmnaEBlo 人 CCGx' 这 与 每 个 集 
合 好 mnBtn;,1An) 木 能 被 有 限 个 Gx 所 覆盖 矛盾 ， 证 毕 ， 

没 M 是 一 个 紧 中 离 空间 ， 工 离 为 p. 用 CCM) 表示 1 上 一 切实 
值 或 复 值 连续 函数 全 体 ， 定 义 

号 所 及 二 mm8| 2) 一 gz 放 ， 司 . 工 .8 

YoecC 则 易 证 4 是 COM) 上 -- 个 距离 , 且 (CUM), 四 是 完 洗 
距离 空间 . 

干 面 给 出 一 些 具 体 空 间 内 集合 具有 列 紧 性 条 件 ， 

定理 5.1.45(Arzela-Ascoli 定理 ) 集合 忆 C COMH) 是 一 个 列 紧 
集 的 充分 必要 条 件 是 

(1 亚 一 致 有 界 . 即 存在 常数 寻 , 对 任何 了 E 己 都 有 |f(zjl < 并， 

(3) 互 是 等 度 连 续 的 . 即 任 给 se > 0, 存在 呈 = 5(e) > 0, 使 得 对 任 闪 
了 E 了 ,以 及 za,za E 邮 , 只 要 pf(zbzz)< 虽 就 有 1f(z) 一 zajl<e 


定理 5.1.16 设 M CPM 列 紧 的 充分 必要 条 件 是 
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0) W 有 界 ， 即 存在 党 数 天 > 0 对 于 任 一 个 z = (ztza…， 
ze EM 有 科 len2< 天 ， 


(2) 级 数 集 { 守 lz :> = (op von) EM 一致 收 
化 即 YE>n0,3grao=Pafs) ER 使 得 对 每 一 个 zx = (zz E W， 
当下 > mofe) 时 都 有 


们 zk 拉 < 


去 一 于 
定理 5.1.47 设 已 E 名 集 台 对 CEIzBIIL<DP< oo) 是 一 个 
列 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 
(1 存在 常数 五 , 是 对 任意 ze 对 , 有 人 jp < 五; 
(2) 对 任意 s > 0, 存在 5 > 0, 对 任意 z E 对 , 只 要 > < 有 都 有 
pfzrz) < ee 其 中 
z 全 = 西林 zfsjds (5.1.9) 


是 函数 z 人 的 在 球 邻 域 Bftr] 的 平均 ， 对 于 z( 昌 < 对 , 当 #E 五 时 要 补 
充 了 三 (0. 


85.1.3 ”连续 映射 与 压缩 映射 原理 
给 定 两 个 距离 空间 (和 X,o 和 {Y oa) 考察 肌 射 工 : 评 一 工 ， 
定 巡 5.1.18 给 定 zxoE 三. 设 Ye>036=iltzoec)>0, 使 得 对 


于 ze 有 
有 [了 ,TD0] 己 二 一 > TIT 0) 福 E， (5.1.10) 


就 称 了 在 点 zo 处 连续 若 轴 射 在 等 一 点 处 都 是 连续 的 ， 就 称 了 是 
(Xp) 上 的 连续 肌 射 ， 
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定理 5.1.19 要 使 映射 了 : (Ko 一 (85) 是 连续 的 ， 充 分 必要 

条 件 是 ， YoeEvYfznlc, 有 
Jim pfznyzo) 一 下 一 全 Lim tn 了 oj 一 0， { 二 .1.11) 

证 明 必要 性 , 设 (5.1.10) 式 成 立 ， 且 Jim pfzn,zo) = 0 那么 
Ye>o03dw=Nrifrzo,s))E 本 ,使 得 当 m> 六 时 ，pfznzo)<6 从 而 
由 (5.1.10) 式 知 ， efTzaTzol <e, 即 Jim af( 了 rn 了 Yo 一 0. 

充分 性 . 设 全 .1.13 成 立 ， 用 反 证 法 若 (5.1.10) 式 在 ze E 基 不 
成 立 ， 于 是 存在 = > 0, 使 得 vn e N.3zn < 三 满足 pznyzol < 17n， 
却 有 ctTzn,Tzo) > 5 即 得 

im plzn:z7o) = 0， 


但 是 极限 ,im_c(Tzn,Tzo) 关 0, 这 与 (5.4.11) 式 矛 盾 - 


定义 5.1.20 考虑 映射 工 : ( 民 站 一 (于 站 . 如 果 存 在 0< ae<l 
使 得 Yr,y EX 有 
PIT 芭 ap 功 ， 人 (5.1.12) 


称 工 是 (,p) 到 自身 的 压缩 映射 ， 
例 设 瑟 = [0 Flz) 是 io,1 上 上 的 一 个 可 微 冰 救 . 若 ffz) 满足 


条 件 : 
zy eE [0, 导 ， YEe[oil， 
Fo<a<1l YYzEe[0d， 
则 称 上 映射 了 :均一 王 是 压缩 的 ， 
证 明 记 pz 内 = 到 一 引 则 有 
po Fo = | FUz) 一 天 人 | 
= 上 (十 代 一 全力 全 一 表 | 


么 az 一 名 一 ap(e, 切 ， 
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定理 5.1,21 (Banach 不 动 点 定理 -压缩 映射 厌 理 ) 设 (X,p) 是 
一 个 完备 更 离 空 间 ， 守 是 (X,m) 到 其 自身 的 一 个 压缩 映射 ， 那 么 在 所 
中 存在 唯 一 的 了 的 不 动 点 , 

证 明 任 取 zo < 总 , 令 2 = 了 了 ro， 用 归纳 定义 ra+l = 了 rn 
7m = 1 2 考察 由 此 过 代 产 生 的 序列 {znj, 它 满足 


pfzn+l ,n) 一 PETZn， 7n_1] 





芭 QpfznyZn-1) 冬 四 六 aplelyzo). 
从 而 对 于 任意 的 如 E 过 有 


PTnTmi nm) 生 > PIZnTi 实 m 十 一] 】 
本 1 


和 etebzo) -0 (人 一 oj 
(对 Ym ER 一致 ) 由 此 可 见 {fza} 是 一 个 基本 列 . 由 于 蒜 是 完备 的 ， 
从 而 这 个 基本 列 在 X 中 有 极限 ， 记 极限 为 z", 对 等 式 Tzn = cn+l, 两 
氨 取 极限 ， 因 为 工 是 连续 的 ， 得 到 
了 一 光 

即 喧 是 了 的 不 动 点 . 若 还 有 一 个 不 动 点 六 ”, 则 

pzraro] = perTer <apte'c 
让 此 推 册 "= 7, 所 以 开 在 中 的 不 动 点 是 唯一 的 ， 


作为 压缩 映射 原理 的 应 用 ， 考 虑 下 列 常 微分 方程 的 初 值 问题 : 





dz 
| 王 二 化 人 (5.1.13) 
zfto) 一 了 0 
或 它 的 等 价 形式 ， 即 求 连 续 函 数 人 满足 下 列 积分 方程 的 问题 ， 
了 (在 一 了 0 十 1/ 王 [s,T(s]ds . 【5.1.td4) 


它 可 以 看 成 一 个 不 动 点 问题 ， 
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为 此 , 首先 假定 二 元 函数 环 (t.z)] 在 闭 托 形 【( 信 于 外 一 如 | < a, lz- 
zol 乏 引 上 连续 记 


三 IaX 后 富川. 
1 本-lce| 名 相 | 


令 产 = minfa BAadl. 在 以 守 = 加 为 中 心 的 区 间 向 一 六 如 十 间 上 考虑 
上 离 空间 CC 多 一 态 芭 十 央 ， 并 引入 映射 

{z 人 上 一 To 十 / 王 (8,T(s])ds- (5.1.15) 
则 上 述 积分 方程 (5.1.19) 等 价 于 求 C 区 - 态 如 十 疝 中 的 一 个 元 素 z, 使 
得 zx= 了 rzr, 即 求 了 的 不 动 点 ， 

于 是 要 在 忆 (t rz) 上涨 加 条 件 ， 使 得 工 成 为 压缩 映射 ,事实 上 ， 
一 个 充分 条 件 是 ， 假 设 二 元 函数 下 (5 了) 对 变 元 > 关于 上 一 致 地 满足 
局 部 利 普 希 蒋 (Lipschitz) 条 件 ; 存在 1 > 0, 工 > 0, 使 得 当 医 一 如 | < 
及 这 一 20| 生 训 才 一 加 | 和 贞 时 有 

| 人 坟 加 一 下 人 人 < Te 一 证 (5.1.16) 
取 六 < min{fP 1 6A] 考察 Ci 一 六 加 十 天] 的 子 集 
天 2 瑟 (ro 人 
一 {zG) EC 本 一 下 ;可 十 下] | 了 lz 的 一 zol 苹 引 - 


在 上 距离 ptz, 芒 = max ,区 的 一 8 人 | 下， 【Clto 一 天 ,如 十 大 ],m) 是 完 


攻 一 可 | 人 妥 本 
备 距 离 空间 ,因为 蕊 是 它 的 闭 节 集 ， 所 以 (Xp) 也 是 完备 上 离 空间 ， 
YziyE, 有 


|(t 一 o| 芯 下 | 王 fs;zfs 让 ds 和 站 生 六 





IT 的 一 了 二 | 大 








二 
|F(szfa]) - Flsy(s)lds 


妇 下 了 工 。m 
昌 一 TD 


(5) 一 2 一 疡 二 pP(z, 功 、 


故 圈 : 蕊 全 下 上 且 有 ToTDESaplz 几 ,其 中 a= 呈 TD<1 于 是 了 荆 是 区 








222 ”第 五 章 Hilbert 空间 理论 





二 的 压缩 映射 ， 于 是 由 Banach 不 动 点 定理 ， 得 到 下 列 定 理 . 

定理 5.1.22 ” 设 画 数 下 (# z)] 在 闭 抢 形 【人 2) | 上 一 加 | 去 同一 zo| 芭 
丹 荆 连 续 ， 记 
尼 估 区， 正二 minfae si] 


一 条 1 如 其 
性 一 旨 | 祥和 ,| 二 一 了 Dj 苹 让 
并 在 闭 拖 形 fb 人 | 住 一 < 辐 ,zol < 村 上 满足 利 普 希 苞 条 件 
(5.1.16)， 则 当 太 < minfPm177,5A) 时 ， 初 值 河 题 (5.1.13) 在 [如 一 
邢 , 如 十 瑚 ] 主 看 在 唯一 解 ， 


习 题 
1. 5 为 由 一 切 复数 列 


和 = 人 
组 成 的 集合 ， 在 5 中 定义 距离 为 


2 四 -人 上 | 大 一 开 | 


8 Te 人 | 
个 条 1 上 | 扣 一 号 | 


其 中 z = (和 名 = (0 让 求证 3 是 完备 的 距离 空间 ， 

2. 在 一 个 距离 空间 ( 巧 ,和 中， 求证: 基本 列 是 收 和 伍 列 当 且 仅 当 其 
中 存在 一 个 收 倒 子 列 ， 

3. 求证 [0,1H 上 的 客 项 式 全 体 距 离 


op 人 = 上 [ptz) -stz)ldz (po,4 是 多 项 式 ) 


是 不 完备 的 ， 并 指出 它 的 完备 化 空间 ， 
4. 记 王 足 只 有 有 限 项 不 为 零 的 实数 列 全 体 . 在 所 上 引进 距离 
AZ, 2] 一 Snp | 如 一 喇 |， 
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其 中 = { 人 jy = fg ER 求证 (书生 不 完备 ， 并 指出 它 的 完备 化 
空间 . 

5. 设 (一 ,p) 是 完备 的 下 高 空间 ， 设 {zn} Cc 瑟 . 如 果 Ye > 小 存在 
基本 列 {yn}, 使 得 Ya Ee AN,p(zn,ya) < s; 求 证 fen 收 伊 . 

6. 验证 例 4 给 出 的 空间 妃 是 焉 离 空 间 ， 

7. 设 { 基 ,站 是 距离 宝 间 ， 令 

太 2 切 一 AP, 扩 AL 二 PT 2 

求证 ( 避 , 梧 也 是 距离 空间 . 

8. 在 了: 上 定义 Ar 人 = arctanlz 一 中 ,和 问 ( 权 ,p) 是 不 是 距离 空 
间 ? 

9. 设 ( 瑟 ,p) 是 距离 空间 ， 和 工 表示 由 太 的 非 空 有 界 闭 集 焰 成 的 集 
侣 ， 对 于 reE 呈 CE 天, 令 

Pa 人 一 记功 
任 取 4, 刀 < 丰 令 
ff 号) 一 inax { sup pf 4 sup pfz7; 也 ) | 
3 尼 吾 王 丰 丹 

证 明 r(4, 呈 ) 是 和 直上 一 个 距离 机 数 . 

10. 证 明 完 务工 离 空 间 的 闭 子 集 是 一 个 完备 的 子 空间 ， 而 任 一 下 
离 空间 中 的 完 敌 子 空间 必 是 于 子 集 . 

11, 设 焉 离 空间 ( 民 ,p) 是 完全 有 界 的 ， 求 证 立 的 完备 化 罕 间 是 列 
紧 空 间 . 

12. 给 定 距 离 空间 (X,p), 没 M C 大 是 紧 集 , 求证 M 上 连续 函数 
必 有 和 界 ， 亦 达到 它 的 上 、 王 确 界 ， 

13. 设 ffz) 是 (Xp) 上 的 实 值 函 数 ， zo E 一. 若 对 邱 内 收 委 到 
zo 的 任意 点 列 {zs}, 有 im FUzn) > (co 则 称 ffz) 在 点 zo 处 下 半 
连续 ， 若 有 lim。 ffzn) < Fa2o) 则 称 Alz) 在 点 zo 处 上 半 连 续 ， 
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设 矶 z) 是 坚 空 间 (Xp) 上 的 下 半 连 续 画 数 ， 求 证 : 
(1 FLz) 下 有 界 ; 
(2] Fz) 在 X 上 达到 其 下 确 界 ， 
对 上 半 连 续 函 数 亦 有 类 人 结论 成 立 . 
14. 设 CX,S 是 自 列 双 集 ，zYE 关 ,有 
pz 人 ) 一 jn pz 匠 ， 


求证 存在 一 个 点 zo E 2 使 olz, 3] = elz ro)- 

15. 设 ( 邯 , 贱 是 完备 距离 空间 若 4 c X, 求证 : 4 是 列 蓄 的 充 
分 必要 条 件 妊 ， 对 Ye > 届 存在 4 的 列 紧 < 网 . 

16. 设 (站 是 旧 离 空间 ， 求 证 完全 有 界 集合 于 有 界 的 . 通过 考 
虑 六 的 子 集 已 = {ebj 从 其 中 

外 直 0 0 0 
虑 

来 说 明 一 个 集合 可 以 是 有 界 的 但 不 完全 有 界 ， 

17. 设 邓 是 Cla, 避 中 的 有 界 集 ， 求 证 集合 


应 = [re = 厂 7od|reo] 


是 列 紧 集 . 

18. 证 明 集 合 fsinkec} 人 = 1,2… 小 在 Clo,r] 中 不 是 列 紧 集 . 

19. 设 (4,m 是 一 个 紧 上 距离 空 间 ， 证 明 由 (5.1.8) 式 给 出 的 二 元 关 
系 是 空间 C(M) 上 的 一 个 距离 ， 并 证 明 (CO ,四 是 完备 距离 灾 间 . 

20. 设 (MPp) 是 一 个 紧 上 距离 空间 ， 又 五 CC( 邓 ), 吾 中 国 数 一 致 有 
界 并 满足 下 列 不 等 式 ， 

| 人 一 丈 ( 人 要) 放 苹 ep 让) YE 五 三 ;下 E 地 ， 

其 中 0<a<slc>0 求 证 百 在 CO) 中 是 列 紧 集 . 
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21. 设 4 是 距离 空间 (X,p) 的 子 集 ， 对 于 zE 革 ， 令 
plz, 嗓 ) = if AZ, 切 . 

求证 映射 > 一 pfz,4)] 是 一 个 苇 上 的 连续 函数 ， 并 且 pltz, 4 =0 当 
且 仅 当 ze 玫 . 称 pfz,d) 是 > 到 集合 4 的 距离 . 

22. 设 9E EU,H), 考虑 映射 了 :Cl0H 一 Cl01] 如下， YE 
Cl,1 ,有 

rja= 厂 sc-07g) 由 
bo 


若 撕 数列 { 记 } C CI,]] 一 致 育 界 ， 证 明 T 大 有 一 致 收 伍 的 子 列 ， 也 
就 是 说 ， 在 一 致 范 数 ‖ .| 下 映射 了 将 有 界 集 映 成 列 紧 集 . ， 
23. 设 了 是 离 空 刘 上 的 压缩 映射 ， 求 证 了 是 连续 映射 . 
24. 设 ( 蕊 ,由 是 距离 空间 ， 了 映射 工 :和 一 天 满足 
ATz TO < AD 人， Y 工 关 吵 
并 已 知 了 有 不 动 点 ， 证 明 此 不 动 点 唯一 . 
站 . 设 了 是 匠 离 空间 (X,P]) 上 的 压 连 映射 ， 证 明 Te 8) 也 是 
压缩 映射 ， 并 说 明 逆 命题 不 一 定 成 立 ， 
26. 设 C 是 {R", 由 中 的 有 界 闭 集 . 映射 了 :C 一 C 满 足 
好 ITzTV < 人 DY EC 天 刘 
证 明了 在 口中 存在 唯一 不 动 点 ， 
27. 给 定 画 数 久 ) ECI0， ] 常数 六 | < 1. 考虑 下 列 积分 方程 
zz 人- A/ 。 et-szfsjds 二 3 昌 ， 
证 明 此 方程 在 CD, 1] 中 有 唯一 解 ， 
28. 设 (已 站 是 距离 空间 ，M 是 郑 中 的 列 紧 集 . 若 映射 了 :天 一 对 
满足 
PTzTD < AD 有 YI EAI 人 天 久 
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证 明 工 在 和 上 存在 唯一 的 不 动 点 . 


85.2 Jilbert 空间 理论 


85.2.1 定义 
记 玫 是 复数 域 C 或 是 实数 域 及， 


定义 5.2.1 (内 积 空间 ) 设 半 是 域 下 上 的 线性 空间 ， 不 上 的 一 
个 一元 函数 ae: 苇 x 革 一 区 称 为 是 一 个 内 积 ， 如 果 : 

(afaz 十 8g)z) 一 aafzy 2 十 癌 aa， 2 

(2) afz,og 十 Bz) = Ga(z 切 十 名 (zi 

(3) afz 站 上 且 afzz)=0< 人 了 工 一 由 

(4 az, 扫 = algz) 
对 所 有 总 思 ze Xia 8 区 成 立 。 (Za) 称 为 内 积 空间， 

(2) 称 为 共 办 双 线性 性 ， 3) 称 为 正定 性 ， (4) 称 为 对 称 性 . 
若 在 (3) 中 仅 保存 非 负 定 条 件 ， 即 atz,z) > 0, 则 称 a(,) 为 一 个 半 内 
积 ， 对 应 的 空间 (X, oj 称 为 诗 内 积 空间 ， 内 积 和 概念 是 欧 氏 空间 区 "上 


昌 





相应 概念 的 推广 ， 
在 本 书 中 内 积 空间 上 的 内 积 将 简 记 为 


(rz 人 = ez; 切 . 人 (5.2.) 


例 1 Rn",C" 是 肉 积 空间 ， 它 们 的 内 积分 别 定义 为 : 


{z,%) = 》， 7:34，VYzYE 限 ”; [5.2.2) 


+ 一 1 
(人 z, 几 = >》 zi 本，YzyEC”， (5.2.3) 
t+ 一 1 
其 中 袜 盖 (zi .IT2，…， Zn] ,DY 一 (8 32 ,3 
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例 23 刀 空 间 (定义 见 剖 :1 中 例 由 是 内 积 空间 ， 规 定 内 积 
{z ,及 一 二 xz (5.2.4) 
其 中 z= (2z1372 3 二 (有 : 及 ， 和 玫 . 
例 3 在 空间 Cx() 中 规定 内 积 
(= 习 / aceu(zjBeoGjdz， Yuve Cr) (5.2.5) 


c| 委 大 
那么 C*(G) 是 一 个 内 积 空间 . 
例 4 设 (ZX 大 站 是 一 个 测度 空间 ， 记 王 ( 民 天 由 为 下 上 满足 


条 件 ， 
lyls = 多 apana) 本 


的 复 值 函数 全 体 ， 对 于 六 ge 亚 (下 由 使 
U 四 = 人 yoigGjdnlo) (5.2.6) 
由 下 述 Cauchy-Schwars 不 等 式 知 ， 上 面 等 式 右 端的 积分 有 郊 义 ， 因 此 
(2 FA) 是 一 个 内 积 空间 . 特别 地 ， Lebesgue 平方 可 积 函 数 
空间 瑟 ?{ 五 ) 是 一 个 内 积 空间 . 
命题 5.2.2(Cauchy-Schwarsz 不 等 式 ) 在 内 积 空间 ( 蕊 , (小 上 
令 
lz = (zz)272， 【5.2.71 
称 其 为 z 的 范 数 ， 刚 有 
| 贡 | 芝 用 z 几 gw， YE 有， (5.2.8) 
而 且 其 中 等 导 当 且 权 当 z 与 y 线性 相关 时 成 立 . 
证 明 若 aECzryE 天 天 0, 则 有 
0 六 他 一 CN, 风 一 ca 折 一 (zz] 一 c(y 2] 一 玖 (2 信 十 ea 人 纹 ， 
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设 (pz) = bg5>0 取 a=eriaAAE 玉 .上面 的 不 等 式 变 成 
8 < | 地 | 拉 一 28A 十 2 人 四 
=c 一 25A+ ai 于 AN， 
其 中 = za = 局 咏 ,pz 是 一 次 多 项 式 ， 对 所 有 入 有 pf) > 0. 故 
p(A) 判别 式 4 -4ac<0, 因而 


和 瑚 一 ac 一 并 2 幼 斌 一 | 
推论 5.2.3 zyEEaeCcC 有 
人 径 十 加 丢人 1 上 
(2 az = | 
(3) [zl>0 且 zl =0< = 
证 明 人,(3) 是 显然 的 ， 只 需 证 明 (1 因为 
居士 由 本 二 (十 从 芋 十 
三 |z 权 村 (2 十 (人员 十 属相 
= 旺 具 十 2Refz, 切 十 人 要. 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 知 ， Refz, 几 < |fz, 要 | < |zlllgl. 因此 
和 士 引 棕 芭 全 肥 十 虽 关 lg 二 和 要 = 名 zjwl)2 
在 内 积 空间 天 上 ， 对 于 任意 的 z,yE 三 , 令 plm 人 = 民 一 州 .由 
推论 5.2.3,p 定义 了 天 上 的 一 个 距离 ， 于 是 ( 习 ,( 站 是 一 个 距离 空 
间 . 
定义 5.2.4 若 内 积 空间 ( 导 ,( ,站 是 完备 距离 空间 ， 就 称 此 空 
闻 为 一 个 Hilbert 空间 . 
例 1, 例 2, 例 4 是 Hilbert 空间 . 


命题 5.2.5 给 定 内 积 空间 ( 苹 , (，), 站 ). 假定 (X,p) 的 完备 化 空间 





8$5.2 于 ilbert 空间 理论 ”229 


是 豆 , 则 在 吾 上 存在 内 积 (.,), 吾 上 的 蝶 离 是 由 内 积 (…,-)x 导出 的 ， 
并 且 当 2 E 天 时 人 切 X = (, 切 有 ， 

命题 的 证 明 作 为 习题 留 给 读者 ， 上 述 结 果 说 明 一 个 不 完备 的 内 积 
空间 可 以 多 完备 化 后 成 为 一 个 Hiibert 室 间 ， 此 外 ， 实 的 Hilbert 空间 
可 以 陪 和 到 一 个 复 的 Hilbert 空间 ， 

例 3 中 内 积 空间 C#(D) 不 是 完备 的 , 它 的 完备 化 空间 记 作 妃 *( 人 )， 
称 为 索 伯 列 赤 (Sobolev)] 空间 . 


和 5.2.2 ” 正 交 性 
在 Hilbert 空间 互 中 ， 可 以 引入 两 个 元 吉 之 间 夹 角 的 概念 ， 从 而 
可 以 定义 什么 叫 正 变 或 垂直 ， 与 至 氏 空间 一 样 ， 对 于 zy e 豆 ， 


罗 Ha 切 | 
IE 


表示 z 与 # 之 间 的 夹 条 ， 易 更 8 = /2 当 是 仅 当 (及 = 

定义 5.2.6 豆 是 Hilbert 空间 ，r,yE 互 . 若 (2 雪 = 山 就 称 z 与 
# 正 变 , 记 作 上 入 又 设 4, 吕 是 五 的 非 空 子 集 , 若 YrEeA4 和 3E 吾 
均 有 z= 工 六 称 4 与 忆 正 交 ,， 记 作 4 上 了 吾 , 此 外 集合 {zE 互 lz 上 4 
称 为 4 的 正 交 补 ， 记 作 4 

易 和 郑 4+ 是 五 的 一 个 闭 线性 子 空间 ; 当 z 上 4 时 必 有 

立 上 jinspanf4)， 

其 中 Hinspan(4) 表示 由 4 的 有 穷 线性 组 合 组 成 的 集合 ,， 称 此 集合 为 妈 
的 线性 包 ， 由 定义 可 以 直接 推 得 ; 

命题 5.2.7 若 zi,zaz……，,zn 在 互 中 两 两 正 交 ， 则 

人 加 + 人 zjles 二 二 esp (5.2.10 





(5.2.9) 
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证 明 =2 时 ， 直 zt Lza 有 
| + zz 人 = (zl 十 gayz1l 十 2Z2) 
= za 人 十 2Relziy za] 二 |za| 
= | 人: 性 十 人 es 才 。 

其 余 的 情况 可 用 归纳 法 .等 式 (5.2.10) 是 勾 股 定理 的 推广 ， 

现在 我 们 将 欧 乓 空间 中 的 直角 坐标 系 概念 推广 到 Hilibert 空间 中 
去 . 

定义 5.2.8 上 是 Hilhert 空间 豆 中 一 个 子 集合 . 若 Ye, 了 ez 且 
e 天 了 时 有 e 上 六 则 称 是 正 交集 ; 若 还 有 对 每 个 es ellell = 1 
称 为 标准 正 交集 ， 又 如 果 &7- = { 人 ,那么 称 是 完备 的 ， 

下 面 引用 一 个 与 无 穷 归纳 法 等 价 的 命题 一 Zorn 引 理 来 证 明 
Hilbert 空间 普 有 完备 正 交集 关于 Zorn 引 理 可 参考 附录 一 . 

引 理 5.2.9(Zorn 引 理 ) 设 球 是 一 个 偏 序 集 合 ， 如 果 它 的 每 一 个 
全 序 子 集 有 上 界 ， 那 么 苑 有 一 个 极 大 元 ， 

定理 5.2.40 非 零 Hilhert 空间 中 必 存 在 完备 正 交 宗 . 

证 明 互 中 的 正 交 集 依 集合 包含 关系 构成 偏 序 集 族 ， 每 个 全 序 子 
集 有 上 界 ， 就 是 这 些 集 之 并 集 . 依 zorn 引 至 ,这 个 偏 序 集 族 中 有 极 大 
元 ， 记 作 E. 它 是 完备 的 正 交 集 ， 因 若 不 然 ， 则 必 存 在 

zo 关上 日。 zoEE+. 

令 5 = {zolug 8 是 正 交 集 ，ES 忆 .因而 与 上 的 极 大 性 矛盾 - 

定理 5.2.11(Bessel 不 等 式 ) 令 2 = {feajasa 是 Hilbert 空间 中 
的 一 个 标准 正 交 集 ， 则 wz E 互 ; 有 

》 (eeaj 虹 < (5.2.11) 


灵 三 下 
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而 且 (zeaujeu E 瑟 ， 
扣 此 


开 一 > (zeajea 
人 上 贞 

证 明 对 于 和 的 任意 有 限 子 集 ， 不 策 设 它们 是 1,2 …… ,nm， 易 知 

Yecep2 < lz. (5.2.13) 


二 














叱 
= 有 | eea 站 (5.2.12) 
攻 点 


这 是 因为 


< < 小 ->e se| = - 六 ee)P. 
t 一 1 


对 wx e H, 满足 加 > 11n 的 指标 ee 至 多 只 有 有 穷 多 个 ， 从 
而 使 (fz,ea) 关 凡 的 指标 上 EA 至 移 只 有 可 数 多 个 . 于 是 (5.2.11) 式 的 
点 端 实际 上 是 至 多 可 数 项 求 和 的 级 数 ， 不 妨 设 使 (z,en) 关 0 的 可 数 多 
个 ErA 是 1;2 mn :那么 由 (5.2.13) 式 ， 念 呈 一 co, 即 得 


> (zen) = 二 ec en 并 


它 龙 点 














考虑 级 数 _ 
> (zeajea 二 (zenjen 
1 用 一 1 


因为 


人 1 十 7 十 芝 
= >》 fen 人 0 (一 coyYpERS)， 


志 e cen| 
故 序 列 rm = 二 {z,eu)jea 是 基本 列 ， 从 而 














> (zr， eajee 一 Ze njen 一 im ?mc 本 


将 龙 点 


又 因为 字 一 宁 (zenjen 上 二 (enjer， 由 命题 5.2.7， 
如 一 1 刀 一 


iu] 2 PC 
z-》 (zenjen| =lz 虹 一 > |(zsen 叶 - 


多 一 1 
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定 妇 5.2,12 设 过 = {feslaeEAy 是 Hilbert 空间 豆 中 的 一 个 标准 
下 交集 ， 如 果 对 Yz e 豆 , 有 


耻 一 》 (7， en jen， (5.2.14) 


meEA 
则 称 三 为 厂 的 一 个 基 , 其 中 {(z,eajla E Al 称 为 = 关于 基地 的 Fourier 
系数 . 


定理 5.2.13 车 = fesjacaAl 是 Hilbert 空间 互 的 一 个 标准 
正 交 集 ， 则 以 下 三 条 命题 等 价 : 

人) 过 是 五 的 一 个 基 ; 

(3) 导 是 完备 的 

(3) Parseval 等 式 成 立 ， 即 


lz 要 = 》 1(zeajP，wze 豆 (5.2.15) 
全 龙 生 


证 明 1 全 (2 任 取 yEEL, 即 (es)=0vaEA. 由 于 z 是 
一 个 基 ，4 有 Fourier 展开 


=- 工 geoje = 


站 后 点 
故 上 是 完备 的 . 

(2 一 (3) 对 任意 ze 五 , 令 包 = 了 一 互 (reajen E 万 .由 于 
(esy=0OvYaEA, 知 YEEL. 由 己 的 完备 性 ， # 三 0, 由 和 定理 5.2.11 
中 等 式 (5.2.12) 可 知 ， Parseval 等 式 成 立 ， 

(3) 仿 () 由 Parsevai 等 式 及 {g.2.12) 式 ， 有 














工 一 (zeajea = | 位 一 >》 |(z;ea)| =0. 
位 区 各 习 研 丰 
国 此 有 
全 一 》 (zeajea 


马龙 生 
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例 5 在 居室 间 上 ， 
en 一 【00 -10 )， 中 一 123 
一 
是 一 族 标准 正 交 基 ， 
例 6 在 天 [0,3r] 上 ， 


_ 本 in ，，. 
enft 一 -7 贰 ? (一 腾 . 士 1, 士 3 
是 一 组 标准 正 交 基 ，YjF e 琵 [0,.27]， 


_ 1 所 一 im 
(大 er) 一 志 / 上 [六 e dt， 兄 拓 瑟 . 


4.2 中 瑚 空间 的 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 可 以 间 无 困难 的 据 
到 Hilbert 空间 上 . 设 丰 ={ 妨 :neS 是 Hilbert 空间 互 中 一 列 线 
性 无 关 元 弄 ， 那 么 可 以 构造 标准 正 交 集 2 = {fen :m E 村 }, 使 得 对 于 每 
个 m， 


linspam{felye2， 四 ,er 一 linsbaan{t 六 ， 户 ， ” ， 太 放 


其 构造 如 下 ; 
变态 = 访 , 令 el 三 页 川 的 玫 设 部 三 疡 -( 户 ,eei, 念 eo 二 名 川 ga 有 
- - 般 的 ， 设 国 


gm 一 一 3 (fsenei， 


芋 
令 em = 名 川中 | 即 可 ， 以 上 构造 过 程 称 为 Gram-Schmidt 正 变 化 过 
程 ， 
定理 5.2.14 设 M 是 Hilbert 空间 互 的 闭 巴 空间 ， 对 于 任意 的 
zEe 瑟 ,存在 唯一 的 ro E 对 ,使 得 
jz -zol = ptz, 旭 ) (5.2.16) 
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而 且 Y 一 :za 上 好 ,其 中 

Pr ad 一 冯 和 一 驯 - 
反之 ， 若 zo E 时 ,使 得 rz -2zocaML, 则 中 rz 一 zoll= pfzM). 

证 明 记 4d = afz,adz) = je - 圳 .车 ze 对 ,可 zzo=z 即 可 . 

若 zE 计 ,了 > 0 则 存在 加 E Mn =12 满足 

2< Il<a+ 二。 
对 上 va,5e 豆 ,容易 证 明 

la 二 ai 有 十 可 一 本 二 三 虽 人 十 下 可 此 ， (5.2.17) 

称 为 平行 四 边 形 法 则 . 将 a = 了 -gor8= 工 一 gm 代入 上 式 ， 由 于 
加 EM 可 得 


go 二 
Ion 和 要 三 3 二 一 和 是- 和 一天 二 经 








1、2 1T、2 
<2(d+ =) +32(@+ 二 ) -4 
1 1 1 上 
= 4 二 + 两) 二 对 二 十 二) 0， 
当 画 mm ”co. 于 是 fun} 是 基本 列 ， 故 存在 极限 
1 
且 lz - zol = d 这样 的 点 还 是 唯一 的 ， 事实 上 , 若 zk < 4, 满足 
lz 一 zl= 双 将 ee=z-zop=Yz-3I 代 和 人 (52.17) 式 从 用 上 述 方 
法 ， 可 得 
二 D 2 3 
lo 一 zo 权 = 下 ec 一 aoP+ale 一 aa-4 人 =- 插 宇 | 
<202 To2a2 -4 =0， 


[本 一 0. 
兹 证 zz-3zo 上 时. 和 任 取 3E 遇 , 刚 To+YE 邮 ， 
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lz 一 zo 近 系 棕 -(zo 十 细作 
= |z 一 so 位 一 2Refz -2zo; 扫 十 个 从 ， 
因此 对 任意 ye M 有 
2Relz 一 Yo, 切 芭 | 由， 
任意 固定 一 个 岂 记 (人 -2zo0 人 =reor20 用 eey 代 入 上 述 不 等 
式 ， 得 
2 < 如 je 用， 

令 4 0 得 r=0, 从 而 za 工 记 

反之 ， 设 加 E 邮 ,使 了 -xzo 上 邮 . 对 任意 的 ye 邮 , 有 人 一 Yo 上 
TD0 一 也 

本 一 % 队 = 人 一 划 十 加 一 外 权 二 和 一 zo 习 二 ze 一 中 着 一 za 从 

故居 -zi = Pr, 邓 )， 

对 于 zeE 瑟 , 记 定 理 中 的 ze = Przr, 于 是 已 是 妃 到 对 的 一 个 映 
射 ， 称 为 豆 到 M 的 投影 算 子 ， 下 一 节 中 将 会 研究 投影 算 子 的 性 质 . 

推论 5.2.15 ( 正 交 分 解 ) 设 邓 是 于 hert 空间 互 的 一 个 闭 线性 
子 空 间 ， 那 么 Yz eE 豆 , 存在 着 下 列 唯一 的 正 交 分 解 

再 二 中 十 zi YE azE + 【5.2.198) 

证 明 取 y=ze 邮 则 z=z-zoeM+. 又 若 还 存在 另外 一 种 

分 解 
呈 一 是 2 

则 y- 多 =2 一 ze MniML)=0 故 分 解 是 唯一 的 ， 

由 z 的 正 交 分 解 产 生 的 y 称 为 了 在 于 上 的 正 交 投影 ， 如 下 页 图 
5.1 所 承 ， 
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亚 


85.2.3 ”了 Riesz 表示 定理 
Hilbert 空间 下 上 的 画 数 了: 瑟 一 到 称 为 五 于 的 线性 泛 画 ， 是 
指 了 满足 
flaz+B) = afz)+BFN，YryEEa8e 隐 (5.2.19) 
如 果 当 zn 一 工时 有 ffzn) 一 Fa) 7 称 为 在 点 z 处 是 连续 的 ， 如 果 
4 在 每 点 处 都 连续 ， 就 称 了 是 连续 的 线性 证 函 ， 互 上 连续 线性 泛 画 
的 全 体 用 豆 * 表示 ， 易 知 刀 * 是 一 个 线性 宣 间 . 


命题 5.2.16 今 是 瑟 工 一 个 线性 汪 范 ， 则 以 下 命题 等 价 : 

(1) 了 是 连续 的 ; 

(2) / 在 任意 某 点 处 连续 ; 

(3 了 在 zx=0 处 连续 ; 

(4) 存在 常数 c> 0, 使 得 Yz e 豆 , | 疙 zj| < el 习 ||. 

证 明 显然 有 人) 字 (2) 全 (3 

现 证 人 ) 二 (D). 设 了 在 点 0 处 连续 ， 对 二 任意 守 E 瑟 , 若 r 一 工 
则 一 一 日， 
0= 0) = lim flzn 一 3= imfzw 一 Fo = dim an) 一 天 人 
因此 lim /za = 帮 2)， 
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全 全 (3) 是 显然 的 ， 只 需 证 (3) (和 由 了 在 点 0 处 连续 性 ， 
35 > 0, 只 要 |z 中 < 二 就 有 | Hz <1. 对 任意 的 zeE 互 和 => 0， 
1 人 zi 二) 一 | < 区 


> (人 5) - [ 辣 5HGJ 


即 
Hol< ell+ 晤 ， 


令 = 一 0, 于 是 (4) 成 立 ， 其 中 c= 176. 


定义 5.3.17 设 / 上 是 Hilbert 空间 上 的 线性 沦 画 ， 若 存在 常数 
cy> 0, 使 得 wzre 互 ,有 


jj < ezl， (5.2.20) 
称 了 是 豆 上 的 有 界线 性 证 冰 ， 当 / 是 有 界线 性 泛 函 时 ， 令 
| = sup{(ze) 昨 el < 1 人 .2.21] 


称 | 几 为 了 的 模 . 


由 命题 5.2.16 中 (4) 可 知 ， Hilbert 空间 互 上 线性 汪 函 的 有 界 性 
等 价 于 连续 性 ， 困 此 豆 * 是 吾 上 全 体 有 界线 性 汪 函 的 全 体 ， 
任 取 ro E 五 , 定义 线性 沦 函 疡 。: 互 一 区 如 下 ， 
rz) = (7,To， YE 了 . 
于 是 泛 函 户 , 显然 是 连续 的 ， 因 此 是 有 界 的 . 由 Canchy-Schwarz 不 等 
式 知 
| 产 s(zil < |zojll 直 ， 


故 | < |lzol. 又 因为 (zayllzolh) = (zojllzolbzo) = zol 可 知 
| 和 ol| = |zol 
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定理 5.2.18 若是 互 上 有 界线 性 泛 画 ， 则 
IlL= sup{fl7tsl|llzll = 31 
= sup{fl7(zjllzllze 瑟 ,z> 关 中 
=inffe>0llFtzl selzl, re 五 }. [5.2.22) 
证 明 记 a=inf{fe>0llAFejlseclzlze 五 ]， 并 县 记 
号 = sup{lf(zJlMlz 放 E 瑟 天 0 
显然 有 
| 兰 sup{flf(z)l|lzl = 切 
= atpflf(zjl/llz 几 zeEEzr 天 0= 有 . 
当 荆 关 0 时 ，8zil < 有 zh 帮 a<8 只 要 证 明 | 放 和 友 a 者 
I(e 科 可 zwYee 豆 成 立 ， 则 由 | 的 定义 上 | 么 训 从 而 <S <， 
定理 5.2.19(Rjesz 表示 定理 ) 设 / 上 是 Hilbert 空间 妃 上 的 有 界 
线性 证 郴 ， 则 存在 唯一 的 zy E 豆 , 使 得 对 任意 的 ze 五 ;有 
FE = 人 
而 且 |f = 由 zr| 平 是 由 了 到 zy 给 出 了 天: 到 五 的 一 个 等 距 同 构 . 
证 明 记 Jerf = 对 . 因为 了 是 连续 的 ，M 是 互 的 闭 线性 子 空 
间 . 当 了 是 非 零 泛 函 时 ， 对 头 开 ML 关 10}. 因此 存在 7o es MT- ,使 
得 flzo) = 1 对 任意 的 *E 了, 若 记 1z) = aa , 则 有 /lz - azo) = 0， 
故 -aroE 凡 . 于 是 
0= (一 Faz)zo,zo) = (zzo) 一 Flzej， 
取 zr =|lzoll-2xzo, 则 YE 瑟 , 有 Flz) = (zz 站 
如 果 还 有 2 E 五 , 满足 Yz E 吾 , (zz 四 = (27) 则 
(zz 一 29) 一 0，YZE 五 . 
取 z=zr -2y 代入 上 式 ,得 lz 一 于 有 =0， 因 此 zy =z7， 在 定理 
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5.2.18 前 特 的 讨论 中 已 经 证 明 |f = ee， 


习 题 


1，、 极 化 恒等式 . 设 " 足 复 线性 空间 天 上 的 共 斩 双 线性 丽 数 ， 
efz) = alzz) 是 @ 诱 导 的 二 次 型 ， 求 证 : 

f1) 对 Yzr,yE 天 ,有 

atz: 切 = fate 十 罗 一 gf 了 一 内 十 证 (人 直入 一 刘 ( 一动) 

(人 2) 4 是 实 值 函数 < atfz; 切 二 az]， 了 zyE 

2. 给 定 内 积 空间 { 瑟 ,(, 由. 假定 ( 瑟 , 站 的 完备 化 空间 是 豆 , 证 
明 在 羡 上 存在 内 积 (,,)5;, 豆 上 的 焉 离 是 由 内 积 (,，)x 导出 的 ， 并 且 
当 zyE 瑟 时 ，(e 力 x = 人力 5、( 傅 题 所 2.5.) 

3. 在 室 间 工 ?一 1 1 中 ， 计 算 由 下 列 三 个 点 ， 

万 (zj) = 0， 户 (m=1， 户 (= 

构成 的 二 角形 的 三 个 角 ， 

4. 在 CI-1 忆 = 三 中 ， 仿 

(Mi = EX =0 Yz<0hi 

人 az={TfEXIAOD 一 0 
计算 Ma， az 在 天 中 关于 内 积 ， 

GO9= 人 TCD5GJdz 





的 正 交 补 . 
5. 在 空间 2(6,1) 中 找 出 下 列 集合 的 正 变 补 : 
(ad 是 全 体 关 了 xz 的 饮 项 式 ; 
(2 Ms 是 全 体 关 于 呈 的 多 项 式 ; 
(3) Ms 是 常数 项 为 零 的 全 体 多 项 式 ; 
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(和 五 : 是 各 项 系数 和 为 零 的 煞 项 式 全 体 . 

6. M,N 是 Hihbert 空间 的 子 集 ， 求 证 ; 

人 李 和 区 全 NtLCMEL 

(2 (M- 六 = linspanaf. 

7. 在 工 |a, 引 中 5 = {fezrinz} 和 _。. 

(人 若 刁 -= 吕 和 求证 S = 1}; 

(2) 车 由 -al> 守 求证 5 关 {0}. 

8. {en],{ 态 } 是 Hiibert 空间 总 中 两 个 标准 正 交 集 ， 满 足 条 件 


》 en 一 访 上 P< oo 


好 宕 1 
求证 ;两 者 中 一 个 完备 将 含 另 一 个 抑 罗 . 
9. Yz,yE 五 , 求证 下 述 平 行 四 边 形 法 则 成 立 : 
je 十 % 检 士 树 一 攻 = 害 2 必 十 2 
10. 对 是 五 的 闭 线性 子 空间 ，{en] 与 { 访 } 分 别 是 寻 与 M- 的 
标准 正 变 基 . 求证 {fenj LUH 态 } 构成 总 的 标准 正 交 基 ， 
11. 豆 表示 闭 单 们 图 上 解析 荔 数 全 体 ， 定 义 内 积 


CD jgCd jpE. 
|z| 二 1 


1 凶 
证 明 : {zn*7var} 吕 是 五 的 一 个 标准 正 交 集 . 
12. 五 是 Hilbert 空间 ， {en} 是 它 的 标准 正 变 集 ， 求 证 ， 


y (zenjenjl <llzlllol，Yzye 古 ， 
好 一 








13. 瑟 是 Hilbert 密 间 ， 设 3 已， 满足 灾 天 扫 | 他 | 一 站 二 |， 
证 明 当 T<t<l 时 ， 有 作 z 上 + 人 (一直 吕 区 十 

14. 设 凡 是 瑟 的 线性 子 空间 , 证 明 戏 在 五 中 再 密 当 且 仅 当 
az = {0}. 
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15. 设 志 是 Hilbert 空间 ，{znj c 五 ,满足 实 ||za|l < eo. 证 明 
二 ro 在 如 中 收 全 
16. 设 玉 是 贡 ilbert 空间 ， 定义 空间 
百 一 { = fm E 机 =12 Si < 中 | 
t 一 1 


公 





9 


定义 (z 骨 = 》{zbogb) 呈 :证 明 总 是 一 个 Hilbert 空间 ， 称 吾 为 瑟 


的 直 和 ， 记 作 五 = @, 玉 

17. 设 YE Ci0,1. 定义 Cio,H 上 的 泛 函 为 

六 人 一 了 zf 的 2 dt， YzEC0,1H， 
站 

求 | 和 

18. 设 了 是 Hilbert 空间 豆 于 的 有 界线 性 泛 画 ， 令 

g@= inffllzl 川 f(z) = 1 

证 明 | 玫 = la 

19. 在 已 中 ,任意 面 定 亦 > 1 ， 寇 义 瑟 上 线性 省 画 如 下 ， 对 于 
5 = {anj fan =aw， 求 已 中 元 素 站 使 得 FD = 们 站 ,YE 天 

20. 设 了 E 豆 ", 证 明 kerf 是 互 中 的 闭 线性 子 空间 ， 

21， 设 六 , 户 是 Hiibert 空间 九 上 的 有 界线 性 证 函 ， 若 ker 广 = 
ker 户 , 证 明 存 在 e Ef, 使 得 产 = ar 六. 

22. 设 户 , 户 ,所 是 瑟 上 的 一 组 有 界线 性 泛 函 ， 


对 对 门 ker 太 ， 
天 一 工 


YzoE 互 , 记 加 为 zo 在 奢 上 的 正 交 投影 . 证 册 ， 了 加 32 
及 al;az 1 全 了 所 (， 使 得 


加 三 Yo 一 仿 “okgk ， 


此 一 1 


23. 记 吾 = 瑚 (0, 1), 则 Co 是 如 中线 性子 空间 令 te [0 了 ， 
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作 线 性 议 画 下 : CGI[0H 一 们 如下: 开 ( 廊 = 的. 证 明 互 上 没有 有 
界线 性 旋 务 ， 它 在 C60[f0,1] 中 的 限制 是 瑟 . 
24. 若 他 E 吾 |zll< 1 是 紧 集 ， 试 证 明 dim 豆 < oo. 
25. 设 姜 是 复 平 面 中 单位 圆 域 ， 互 ?(D) 表示 出 在 呈 内 满足 
1 af 2dardy < ec (5.2.23) 
妨 
的 解析 画 数 全 体 组 成 的 空间 ， 规 定 内 积 为 
(ua 罗 一 几 [zjofzldzey， > 一 世 十 这. (5.2.24) 
证 明 wnfz) = WA = 1,2.3,-… 是 标准 正 交 基 . 设 
u(2) 一 基 生 < 下 (站 )， 
乒 一 履 
证 明 它 对 应 的 Fourier 系数 是 


开 
(ua pm 三 加 -1 本 ， 作 一 1 2 


45.3 Hilbert 空间 上 的 算 子 


设 蕊 和 了 是 两 个 政 上 的 线性 空间 ， 妃 是 天 的 一 个 线性 子 空 间 . 
44: 也 一 Y 是 映射 ， 厂 称 为 4 的 定义 域 ， 有 时 记 作 (4). 了 中 集合 
{4z|zeDD1 称 为 4 的 值 域 ， 记 作 已 4). 如 果 Yzg EDD,a8E 疏 ， 
4far 十 Do)] =m4zr 十 月 49y- (5.3.1) 
那么 称 工 是 一 个 线性 算 子 . 当 了 是 数 域 改 时 ， 工 称 为 政 域 上 的 线性 
泛 函 . 特别 地 ， 取 值 于 实数 (或 复数 ) 的 线性 算 子 称 为 实 (或 复 ) 线性 证 
函 . 





例 工 设 有 一 到 ”， 入 一 可 ,4 一 {aijmxn: 则 本 是 生 到 | 和 的 一 
个 线性 算 子 ， 
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例 2 设 半 =Y= Cn( 吕 ,是 m 维 开 区域 . 又 设 微分 多 项 式 为 
P(D) = 》、， aolz)ja，ana(zj EC 人. (5.3 习 


|al 和 mm 
定 六 4: az mp IPBufzhyuc, 那 么 4 是 到 Y 的 一 个 线性 算 
子 . 


注 车 七 = 了 了 = 天 (DO = CD, 则 上 面 定义 的 算 子 4 也 
称 为 苞 上 的 线性 算 子 ， 只 不 过 定之 域 不 是 满 的 . 


85.3.1 ”线性 算 子 的 连续 性 和 有 界 性 


定 尽 5.3.1 设 互 , 丘 是 两 个 Hilbert 空间 , 线性 子 空 间 呈 (4) C 五. 
给 定 线性 算 子 4 : D{4) 一 乒 , 给 定 zoE 万 (4), 如 果 Y{fznC (di 
若 ru 一 To 就 有 4zn 一 4zo, 则 称 4 在 zxo 处 连续 . 当 4 在 了 (4) 中 
每 一 点 处 都 连续 时 ， 4 称 为 连续 线性 算 子 ， 

与 命题 5.2.16 类 估 , 易 证 4 在 (4) 上 连续 当 县 仅 当 二 在 点 z=0 
处 连续 . 

定义 5.3.2 设 豆 和 下 是 Hilpert 空间 ， 称 线性 算 子 4: 如一 五 


是 有 界 的 ， 如 果 有 常数 c> 0, 使 得 
1 4z| 羡 ela，Yzr E 五 . 


用 B( 瑟 ,天 ) 表示 一 切 由 互 到 天 的 有 界线 性 算 子 的 全 体 ， 并 规定 
Il = sup{llazllMllz 几 ze 豆 ,z 天 器 
=sup{l4z 人 zll = 1 {5.3.3) 
称 1 4 为 4 的 范 数 . 当 挟 = 豆 时 ， 简 记 8( 瑟 五 ) 为 B( 五 ), 下 面 的 命 
题 表 明 号 ( 豆 , 才 ) 是 一 个 线性 空间 ， 
命题 5.3.3 若 4 吾 E8( 百 天 )， ac 政 ， 
fl) 4 二 吾 E 8( 瑟 ,下 ) 并 县 | 和 4 二 如 | 么 |4 十 | 至 
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(2 a4E 呈 吾 , 玫 ), 并 且 jaadll = ell4 

(3) 若 还 有 CeEBE 门 , 则 C4e8, 且 1C4ll<iCllHll 
证 明 (1D), (2) 显然 ， 留 给 读者 验证 . 

兹 证 {3). 对 于 庆 E 下 ,CR < CE. 若 >e 百 一 4zE 百 ,于 


训 


和 4 科 C 生 帮 z 们 放 宙 全 抽 


令 p04 本 = 4 -了 引 ， 它 给 出 了 好 (可 ,天 ) 上 一 个 庆 址 ， 因 此 
8( 豆 , 乓 ) 是 一 个 距离 空间 . 它 还 是 完备 的 , 完备 性 将 在 下 一 章 定理 6.1.1 
给 出 . 

定理 5.3.4 放 是 互 到 瑟 的 线性 算 子 ， 则 4 是 连续 算 子 的 充分 
必要 条 件 是 4 是 有 界 算 子 . 

证 明 已 知 4E 如 (已 ,下 ). 若 za 一 定 则 

1 as 一 4 大山 za 一 下 一 0 
故 4 是 连续 算 子 . 反之 , 由 4 在 点 0 处 连续 性 知 ， 存 在 4 > 0, 当 
了 E 百 ,|z 中 和 8 时 ，|4zll < 于 是 对 Yze 豆 ,z 光 0 有 


h( 避 | 


南 |14zll < lz 因此 4 6 如 (本 天 小 


例 3 正 交 投影 算 子 . 设 驻 是 互 的 闭 线性 子 空间 ， 恢 正 交 分 解 
性 质 (推论 5.2.151, Yez E 五 ,存在 唯一 的 YE 对 ,ze ML 使 得 


年 一 攻 十 辫 . 
与 上 式 对 应 的 zryzy 称 作 到 时 的 正 交 投影 算 于 ， 记 作 Puz. 于 是 
Purry 一 1 易 见 (人 - Purjz = > 正 交 投影 算 于 Pur 的 定 尽 域 是 全 空 
闻 ， 它 的 值 域 RLPw) 是 对. 在 不 强调 子 空间 邮 时 ， 或 者 不 会 引起 误 
解 时 ， 往 往 省 略 好 而 简 记 作 己 . 我 们 来 证 明 ; 
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命题 5.3.5 也 是 连续 线性 算 子 ， 而 且 当 财 非 索 时 ， 由 Pll = 1， 
证 明 对 于 任意 的 ri,rz e 百 ,aias E 履 .以 及 YY EM， 
(aazl +aamz [aasPzl +asPza] 人 
= alfpal -~ Po 人 二 nafza 一 Pro ,四 一 0. 
上 述 等 式 说 明 ， aizl + aasze - [aiPzrl + esPzi 工 好. 而 
az ooz = Plaizl +aszT(T -Pitaizl Taaza)， 
(一己 ifatzl 十 azaz) 上 上 和， 
所 以 忆 fazi + aaza) 一 [al Przl + asPra] 上 好. 又 
Palgzt 上 + eaz2] 一 [alPri +cespPzra] E af， 
页 己 (aizrl + aoa721 一 [oa Pei +asPzro] =0. 于 是 
屯 {G1371 十 人 3a 风 a) 一 嫩 1Y1 十 站 2 有 Ta 
即 己 是 线性 映射 . 
兹 证 连续 性 . 因为 |Pz 殷 = 人权 一 由 | 近 S 1 因此 
|Pzl < lel 或 1PIS 1 
当 末 和 关 t0] 时 ， 任 到了 对 MO 便 有 DPz=2 有 而 zll = |e 有 达 
IE = 1 





定 光 5.3.6( 同 档 与 等 中 算 子 ) 设 百 和 天 是 两 个 Hilbert 室 亲 ， 
如 果 存 在 线性 算 子 已 : 豆 一 天 ,保持 内 积 ， 即 
(ED 二 (用 辣 YITE 瑟 . 【5.3.4) 
此 时 称 忌 是 互 到 天 上 的 保 内 积 算 子 . 若 避 还 是 满 的 ， 则 称 喜 是 五 
到 五 上 的 同 梅 算 子 ， 此 时 号 和 去 称 为 是 同 梅 的 . 
又 给 定 线性 算 子 了 : 五 一 乓 , 如 果 
PFCaYD 人 =prfz 人 YYzyE 吾 ， 全 .3.5 
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则 称 站 是 如 到 乓 的 等 距 算 子 ， 易 见 等 距 条 件 (5.3.5) 等 价 于 
Il = za， 《5.3.6)》 
也 等 价 于 保 内 积 条 件 (5.3.4). 从 而 等 距 算 子 就 是 保 内 积 算 子 . 国 此 瑟 
到 五 上 的 同 梅 是 满 的 等 距 算 子 ， 由 (5.3.6) 式 知 | = 1 
命题 5.3.7 为 了 Hilbert 空间 妃 是 可 分 的 ， 必 须 生 仅 需 它 有 至 
多 可 数 的 标准 正 交 基 妃 . 若 二 的 元 素 个 数 六 < co, 则 王 与 开 ” 辐 枯 ; 
若 六 = oo, 则 同 构 于 请 . 
证 明 必要 性 , 设 {znj 癌 是 五 的 可 数 稠密 子 集 ， 那 么 其 中 必 存 在 
一 个 极 大 线性 无 关子 集 {ynjn=i (CY < oo 或 六 = oo), 使 得 
linsbamfgn]m 二 linsparmfzn} 科 . 
对 { 久 应 用 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 ， 便 构造 出 一 个 标准 正 交 基 
fen 六 = 吕 ， 
充分 性 , 设 
E={fen (YNw<eoo 或 六 = oo) 
是 豆 的 标准 正 交 基 ， 则 集合 
人 = es e 太 |m 的 实 部 与 部 为 有 再 数 | 


是 五 中 笠 密 可 数 子 集 从 而 下 是 可 分 的 . 
对 于 标准 正 交 基 {fenj# (w < oo 或 w = co), 作对 应 
Dr flzien)jn YE 五 【5.3.7) 
根据 Parseval 等 式 ， 知 


相 
jzll2 = ， (zen)| >，YzE< 殖 . 
从 一 1 





由 此 可 见 Z 是 
五 一 区 Y ( 当 w<ool 或 瑟 一 站 ( 当 瑟 = oo) 


45.3 Hilbert 空间 上 的 等 子 247 


的 一 一 满 的 线性 算 子 ， 此 外 ， 
AN F 
【2 一 ( 阅 Eijeii 2 oo 
i 一 1! ji 一 1 


了 
二 > (ze 扣 )， VD， 了 拓 互 ， 【5.3.8]) 


因此 有 还 保持 内 积 ， 于 是 当 N < ce 时 ， 五 同 构 于 攻 w; 而 当 浆 = oc 
时 ， 百 同 构 于 姑 . 


8$5.3.2 ” 共 倒 算 子 
定义 5.3.8 若 刀 和 天 是 Hilbert 空间 ，2: 互 x 玫 一 区 称 为 共 
辑 双 线性 形式 ， 是 指 ， YzyYEimze 玫 as 有 8E 有 
afar 十 有 2 一 azE;z) 士 有 az， (5.3.9) 
fei az 十 有 ao) = afzz) 十 utait). (5.3.10) 
若 存 在 常数 = 使 得 wz,z| < ellz 几 zll，Yz E , :<E 天, 则 称 4 是 有 
界 的 ，e 是 立 的 一 个 上 罚 . 

共 轰 双 线 性 形式 用 来 研究 算 于 .如果 4 E B 五 )) 则 Wz,z) = 
(4z,z) 是 有 界 共 力 改 线性 形式 . 相仿 的 , 若 吾 E 号 再) 则 az;z] = 
(z, 吾 z) 也 是 一 个 有 界 共 和 罗 怪 线 任 形式 . 

定理 5.3.9 设 +: 互 x 天 一 到 是 共 罗 双 线 性 形式 ， 如 果 存 在 一 
个 上 界 “, 则 存在 唯一 的 4E B( 互 ,天 ) 和 旦 E3( 五 ,五 ), 满足 : 

烛 ( 人 2 一 (42z] 一 (7, 吾 z) 【5.3.11 
对 YzE 再 zeE 天 成 立 而 县 4<e 人 BIN<e 
证 明 对 任意 的 ze 互 定义 天 上 线性 泛 画 户 (z) = 2 区. 由 于 
产 (2 站 么 吉 lz 肝 z， 
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所 以 疡 E 故 *. 轩 Riesz 表示 定理 ， 存 在 唯一 天 中 元 素 由 满足 
{2 的 二 天 (2 三 2 人, 划 且 ol=| 疡 卜 < ellzll. 
令 4r = 二 由 Riesz 定理 唯一 性 易 知 4 是 线性 的 . 又 dl < ee 且 
(dzr, 2 一人, 切 ) = wyz). 
如 果 还 有 4 E 号 ( 豆 , 玫 ) 使 得 ao 2 = (dz zj 则 
(dz 一 472 一 0，VzE 瑟 . 

于 足 47- 47=0Dvyzr 成 立 , 因此 4 是 唯一 的 . 同 理 可 证 存在 唯一 的 
算 子 吾 e 嫩 天 .五 ). 使 得 xfzr, os = (7; 下 站 2 <e 成 立 . 

定 双 5.3.10 车 46 8 于) 则 在 如 (瑟瑟 ) 中 存在 唯一 的 算 子 
妃 , 使 得 











{z, 刁 zj 一 (dzz) WEzE 政 (5.3.12) 
成 立 ， 称 算 子 吾 为 4 的 共 红 算 子 ， 记 作 只 = 必 
命题 5.3.11 知己 E 呈 号 A) 则 六 是 同 构 当 且 仅 当 忆 可 道 且 
E 一 7 
证 明 若 避 是 同 构 算 子 ， 则 区 是 一 一 满 映射 ， 故 DZ: 存在 对 
任意 的 zE 关 , 记 3= 忆 1 2 则 





z = UV (az 让 = (FriD 人 = (有 =(rFrlz)，Yze 区 
所 以 FL1= 5 成立 . 反之 ， 若 也 可 道 昌 T = z 太 ,那么 区 是 一 一 
满 的 线性 上 映射. Yye 豆 , 记 z= DYE 天 ,有 

(Da = (Ca = (zyU"a] = (z5-I2) = (2 人 
所 以 忌 是 同 构 映 射 . 

通常 考虑 的 是 B( 互 ) 中 算 子 的 共 罗 算 子 . 当 4 < 好 ( 瑟 ) 时 , 它 的 具 斩 

算 子 4* 也 在 召 ( 吾 ) 中 . 这 样 定义 了 号 互 ) 中 的 一 个 肌 射 * :村 一 4 称 
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为 对 合 上 映射， 下面 的 命题 告诉 我 们 对 合 呐 射 是 共 移 线性 的 周期 算 子 ， 
丑 期 为 2. 它 与 取道 运算 交换 . 

命题 5.3.12 若 4, 昌 EB( 有 ia,8Ee 歼 , 则 

(1 (ae4 二 有 DB 一 玖 4* 十 万 *; 

{2) 【4 瑟 ) ”= 已 "4 

(3) (4 六 二 机; 

{ 车 4 在 号 瑟 ) 中 可 六 ， 记 4 为 它 的 道 ， 则 省 也 可 道 ， 且 
(4 一 [49 

命题 的 证 明 留 做 作业 .注意 (4) 中 的 假设 ，4 在 B(B) 中 可 道 ， 
是 指 存在 瑟 E 呈 [ 吾 ), 使 4 有 = 互 4 = 记 吾 = 4-1. 但 事实 上 只 要 4 
是 一 一 满 的 ,那么 4 的 闭 必 是 有 界 的 ， 这 是 开 跌 射 定理 的 一 个 结果 ， 
将 在 下 一 章 定理 6.2.2 中 证 明 ， 

定理 5.3.13 若 4E8( 瑟 ) 则 14=14= 14*4l72， 

证 明 设 xe 克 ,|zl<1 由 于 

4z 人 要 = (az az = (4 447] 





友 |44z 人 zl 44S 4 由 LI 


因此 由 
上 4 必 系 上 和 和 4 (5.3.13) 


得 4 < 14 中 . 但 是 4 = 4 用 寻 代 蔡 汪 , 得 14* 和 4 和 = 14 
夏 咱 4= 4 和 不 等 式 列 全 .3.13) 变 成 一 列 等 式 ， 定 理 得 证 . 

fa 上 的 一 个 线性 算 子 可 以 表示 成 窍 阵 , 那么 它 的 共 斩 算 子 则 表示 
成 该 矩阵 的 共 斩 转 置 ， 可见 中 瑟 ) 上 的 对 合 肌 射 是 欧 氏 空间 上 惩 阵 取 
技 统 转 置 的 推广 . 

例 4 邻 已 CR" 是 Lebesgue 可 测 集 ， 定 文 22( 吾 ) 二 的 线性 算 子 
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如 下 : 
Ka) = 上 kzg1jdy， 7EE2( 回 ， (3.1 
其 中 kz 人 E 天 (已 x 刀 ,天 称 为 积分 算 子 ，K 称 为 它 的 积分 核 ， 考 
虑 二 (五 ) x 瑟 ( 五 ) 上 共 罗 双 线性 形式 
4 了 0) 一 ， gfzjdzrdy. 
d9= 1/ 人 eg)7O5EJdsdy 
由 Cauchy-Schwarz 等 式 知 ， | 是 它 的 一 个 上 界 . 故 开 和 及 (EL2( 瑟 ) 
且 | 疙 | < 必 el. 此 时 站 * 也 是 积分 算 子 ,积分 核 是 局 (z, 们 坚 RU 可 
例 5 设 5: 己 一己, 定义 如 下 : 
faly62 一 {0,alyaa，… 肖 
称 5 为 右 推 移 算 子 . 显然 是 等 读 算 子 , 此 时 它 的 共 罗 算 子 3* :天 一 已 
是 Sr(alao…) 一 (aoas…) 事实 上 
{Sfonh Si 人 = 人 0aiyaa 


一 > 吉本 一 人 (an 【Bi 


[9 [pn 一 ((aa; as， ” (pl Ba， 轴 


= on 丽 = (oo Sb 
4 一 上 


3* 称 为 严 推 移 算 子 . 
定理 5.3.14 若 4e8(B) 则 ker4= 忌 (4 
证 明 若 zEker4gE 瑟 则 (24 们 = (4 用 二 0. 故 
ker 4 己 斑 (4+). 
反之 , 设 z 上 Rd yeE 五 则 (dz, 妨 = (zc 4 屹 = 和 故 
书 (4*)4L C ker 44. 


定义 5.3.15 设 4EB(5). 若 4=4，, 则 称 4 是 自 上 共 斩 算 子 (也 
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称 月 伴 算 子 或 Hermite 算 子 ). 若 44* = 4*4, 则 称 4 是 正规 算 子 ， 若 
44* 一 4 一 了 则 称 4 十 本 算 子 ， 


自 共 印 算 子 与 惠 算 子 显 然 都 是 正规 算 子 ， 容 易 证 明 ， 4 是 自 共 生 
算 子 的 充分 必要 条 件 是 ， (4z, 妇 = fj Yrye 豆 成 立 ， 

因为 (447, 芒 = (dzwYzyE 五 成 芯 ,由 (053 和 式 易 知 ， 
4 是 等 蝶 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ， 少 4 = 工 进而 可 见 ， 酉 算 子 是 吾 
于 的 等 距 在 上 算 子 ， 因 此 也 就 是 到 自身 的 同 构 算 子 . 

当 瑟 是 复 Hilbert 空间 时 ，Y4E 6 吾 = (4+4)12.C = 
(4- 4+)123i 是 月 共 生 算 子 ， 并 且 4 = 呈 +iC: 呈 和 CC 分 别称 为 4 的 
实 部 与 虚 部 . 

定理 5.3.16 设 瑟 是 复 Hilbert 空间 ， 4 E 归 ( 瑟 ), 刚 

[1) 4 是 目 共 斩 算 子 > (dr E 有 LIYZE 瑟 

(2) 4 是 正规 算 子 二 > |4zl| = ld*zl,yze 吾 二 > 4 的 实 部 与 虚 
部 可 笋 换 . 

证 明 (TD 若 4 = 4, 则 (dcz) = (24z) = (dz 四 < 了 芭 
之 , 设 (4pz) ER,Yze 厂 , 则 YAEC, ze 五 有 
(dz 十 AT = (4 十 dz 有 十 AL a) 十 ACE 到 
对 上 式 取 复 共 罗 ， 因 为 (4z,, (4 E 有 1 故 有 

Ad z) 二 Adza) 一 Az AD 二 ACT 4z) 








= dr 用 十 AD 人 ， 
先 取 X= 1 再 取 A = i 得 到 
(4 十 (47 用 = (全 区 刘 十 (人 2 
it40 了 一 这 4z 力 三 一 攻 人 4 欠 十 让 42)， 
即 得 (4y,z) = (dr 故 4= 4 
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(2)vzE 吾 有 
14z 有 2 一 4*z 上 = (hr4z) 一 (dzdrz) = (474 一 447)z2). 
当 4 正规 时 ， 有 az 上 -14*z 肥 三 小 即 上 zl = dz 反之 ， 当 
|4*zj = 4zl, 有 (4 4- 44*jzz] = DYze 百 .因为 44- 44* 
是 自 共 罗 算 和 于， 由 下 面 将 证 明 的 推论 5.3.18 知 ， 44 = 44， 又 训 
B,C 为 4 的 实 部 与 虞 部 ， 它 们 是 自 伴 算 子 ，4= 开 + 这 ,于 是 
44*4= 呈 一 iiCB+TiBC+C2， 
44* 二 虽 +TiCB 一 icC+C2. 
因此 4*4 = 44* 成 立 当 旦 仅 当 吾 C = C 吕 . 
定理 5,3.17 若 4 是 自 共生 算 子 ， 由 
4 = sup{H4z;z|| le = 1 = max{lma|,jadj 
此 处 
到 二 supf(4zo)|zll= 1 =intf(d4z:z)| zl = 匡 ， 
证 明 易 见 supfl(4zzjl| lztl= 匡 = maxflmh af 记 
ec = supfl(4z,2 站 | zc = 
若 zl = 了 则 |(4zzl < 用 确 es 上 友之, 当 |zl = 工时 
上 az,z 中 < ce 成 立 , 从 而 对 任意 ze 吾 有 |{(4zr,zj| 芝 可 zl 对 wyE 
五 , 有 
(4(z 土 办 十 骨 = (da 人 土 (d 册 十 (4 十 (4 





一 (43 人 ) 士 【 45) 帮 士 (所 仙 7 全) 十 {47， 们 . 
因为 4 = 小 , 故 有 
(4(z 土 从 ,zz 土 鸭 = (doo) 填 2Rel4z 扫 十 (4 


4Ref4m 扩 二 [4 十 半 十 角 一 (4 一 及) 了 一 分 
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从 而 
4IRe(4z; 旬 | 辫 e(llz 十 中 民 十 lz 一 吕 抱 = 2c(lzl 尼 十 gl)， 
设 zj = 有 | = 有 |IRe(4z, 人 | < ec 作 极 分 解 (4z, 力 =re8, 用 eg 
代替 y% 仍 有 |Re(4zr,eisy)| < c. 但 是 
Ref4ozieisz) 一 7 一 14 缮 | 
故此 4z, 切 | ce 成 立 , 然后 对 一 切 满足 ly = 工 的 y 取 上 确 界 得 | 4z|| 大 
5. 再 对 一 切 满足 zl| = 1 的 2 取 上 确 界 得 |4l < ec. 


推论 5.3.18 设 4 = 由 (zz) 二 0 对 一 切 YeE 古 成 立 , 则 
几 三 0. 


385.3.3 ”投影 算 子 

定义 5.3.19 设 已 是 Hilbert 空间 互 上 有 界线 性 算 子 . 若 本 = 瑟 ， 
则 算 子 扎 称 为 莉 等 的 ， 又 如 果 王 = 五 而 且 豆 " = 歼 , 就 把 扎 称 为 投 
影 算 子 .于 是 投影 算 子 是 自 伴 的 芋 等 算 子 . 


在 互 = 型 上 满足 条 件 af1l -四 =te 的 矩阵 


妃 
2 
C 一 已 


芷 苦 等 的 ， 而 且 瑟 是 投影 抢 阵 当 且 仅 当 ，= ec 
设 五 是 时 等 算 子 ， (一 再 2 一 了 一 2 十 刀 = 了 一 五 , 因此 了 一 殖 
也 是 霸 等 算 子 ， 易 证 
至 ( 百 ] = kerf( 了 一 百 )， ker 百 = 吾 ( 了 一 五 ). 
因此 ， 对 于 条 等 算 子 瑟 , 它 的 ker 五 和 REB) 都 是 闭 线性 子 空间 ， 又 若 
对 是 五 的 闭 线性 子 空间 ， 则 正 交 投影 Pu 是 投影 算 了 . 


定理 5.3.20 设 百 关 0 昆 Hibert 空间 互 上 的 者 等 算 子 ， 则 王 列 
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命题 等 价 ， 

(1) 五 二 五 ”; 

(2) ker 百 = ( 五 )-+; 

(3) 吾 是 五 到 吾 ( 五 ) 上 的 正 交 投影 ; 

(| 如 | = 31 

(5) 对 所 有 总 中 元 素 z, (zz) > 10. 
当 上 述 任 何 一 个 条 件 满足 时 ， 五 是 投影 算 子 ， 

证 明 (全 四， 由 定理 5.3.14 知 ， ker 书 一 民 ( 巨 "上 一 忌 ( 厂 . 

全 (3)， 记 好 = 中 五 ), 它 是 闭 线 性 子 空间 . 对 zeE 也， 

一 五 5 十 (了 一 五 Y)， 
其 中 Baz e 于 了 T- Breker 瑟 = 朵 上 由 正 交 分 解 的 唯一 性 知 ， 
五 汪 一 天 Nf 了 . 

(3 全 (省 [= 才 ll= 1 

{ 征 (5 首先 证 明 , 当 z E fker 五 上- 时 ， Br = 3 设 了 E 
(ker 五 ) 久 , 则 因为 一 Br E ker 五 ,= 人 一 瑟 zT) = zz 性 一 (xz2), 于 
是 

扫 三 《至 m 人 | 至 zlzl < lz| 忆 ， 
即 得 llzj2 = | 本 xz 有 虹 = (BEz,z) 故 
| 他 一 吾 z 和 = | 位 一 2 sy) 十 | 性 人 
所 以 z = 瑟 z， 记 闭 线 性 子 空 间 (ker 局 上 = M'， 对 Yz 作 正 交 分 解 
了 一 3y+z DeadzEML=ker 瑟 于 是 有 
{ 吾 rz] = (Bg:8 十 菩 = 他 十 对 一 (有 田 宇 0， 
(5 全 (0)，YzyE 巨 ,有 
0< (Bfz 二 从 十 用 一 (rz 十 (Pi2 十 ( 瑟 Z 攻 十 (可 1 钾 ， 


0<( 吾 (zZ 十 迎 ) 工 十 志 ] = (本 zz) 十 这 瑟 9gz) 一 计 疡 了, 2) 十 【五 轨 )， 
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ImfEy,z) 十 Imf(Ez 1) = 0， 
Ref ET T) 一 Ref 玉 Y,o 一 昌 . 


所 以 (本 z 信 = (BY = (BEg) = (全 "2 引 因 此 吾 = 本 


习 题 


1. 下 <E( 瑟 天), 求证 ， ker 是 互 的 闭 线 性 子 空间 . 

2. 给 定 4E 好 [ 百 , 改 )， 

() 若 好 是 互 中 有 界 集 ,， 证 明 4(A) 是 天 中 有 界 集 ; 

他 车 对 是 五 中 紧 集 ,证明 40M) 是 天 中 紧 集 . 

3. 设 fen} 是 五 的 标准 正 交 基 ， 了 了 : 志 一 乓 是 线性 映射 ， 且 
工 上 fen|l < ce, 求证 工 是 有 界 的 . 

4. 在 昌 ( 开 于) 上 令 md 了 B) = 4- 3|, 验 证 号 瑟 , 天 ) 是 一 个 距离 
空间 ， 而 且 是 完备 的 . 

5. 设 4: 吾 一 吾 是 线性 算 子 ，ker4 = {0}, 则 在 R4) 上 有 道 算 
子 4-1. 车 41 不 连续 证明， 3zoE 忆 , za =1 使 4zn 一 

6. 设 (es) 铝 -, 是 无 穷 矩阵 ， ai > 由 v 且 存 在 及 YY> DiPpi> 
0 = 1,2,.…，, 使 得 








> opiS ppi，Y75 


# 一 1 
ad 区 气 ?Pi， 也 守 
所 1 
证 明 存 在 2(N) 上 算 子 4, 使 (4efei) = 6 并且 14 < 87. 


"7 全 
(4e:e 让 = 人 十 了 十 了 -了 > 0. 
证 明 4 是 ENU {f0l) 上 有 界线 性 算 子 ， 且 14 和， 
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8. 设 豆 是 Hilhert 空间 ， 4i E Bi), 今 百 = 田 :局 证 明 在 五 
主 有 一 个 有 界线 性 算 子 省 使 得 4la = 4( 站 的 充分 必要 条 件 是 : 
supi 4:|| < ce. 此 时 141 = supy 4 让 4 称 为 4 的 直 和 ， 记 作 四 4 

9. 设 4 呈 上 Ba E 贤 .证 明 

(fa4 上 如) 一 玖 4 十 厅 昌 + 

(2) (4 瑟 六 二 吾 " 和 4 

(3) (4 = 4 

{ 和 站 在 好 (五 ) 中 可 道 ， 则 4 也 可 道 ， 且 (4 = (4 

10. 4 E 好 [ 互 , 站 ), 证 胃 | 4? = 下 4 04” = 双 . 

11. 4E (求证 算 子 4+ dd44*4*4 都 是 自 共 斩 算 子 ， 并 
县 1 44 =144 = 站 4 民 ， 

12. 证 明 4 e 吕 ( 吾 ) 是 自 共 斩 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ，Yz,yeE 亚 ， 
有 (47 = {fz; 49) 成 立 . 

13. 设 4, 忆 是 白 共 罗 算 子 , 求证 4 妃 是 自 共 罗 算 子 当 且 仅 当 4 = 
吾 也 . 

14. 设 4E8( 互 ) dll < 五 . 考虑 震级 数 癌 canzn = Fo 设 它 收 
竹 半 径 足 如 . 证 明 B[ 瑟 ) 上 上 有 一 个 算 子 工 , 满足 

Ge 人 = 2 an(d 幼 

一 般 地 记 了 工 二 A(4) 

15. 恋人 4 与 了 如 上 题 , 证 明 ,ma 人 7 - 半 ex4| = 5 威 立 ; 旦 着 
4 也 = 了 4 还 有 7 = 了 了 召 . 

16. 记 f(z) = 三 所 2, 若 生 是 自 共 罗 算 子 ， 证 明 /6i4) 是 丁 算 
子 . 

17. 令 4E8( 了 还 明 4 是 等 距 算 子 等 价 下 (47 4) = 地, 攻 ， 
Ya.i 还 等 价 于 44 一 工 
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18. 对 于 4 < 8 了 作 分解 4 = 日 +iC, 其 中 卫 ,C 为 自 共 罗 算 
子 , 证 明 
() 4 下 正 规 的 ， 即 44" = 汪 44 的 充分 必要 条 件 是 ， 吾 ,C 可 诡 





人 2) 4 是 本 等 子 的 充分 必要 条 件 是 : 它 是 正规 的 且 本 +C” = 1， 
19. 设 4E 3) ,证明 4 是 酉 算 子 ， 它 熙 等 价 于 4 是 满 等 距 算 
还 等 价 于 4 是 正规 等 工 算 子 . 
20. 设 瑟 是 ” 维 Lebesgue 可 测 集 ， 并 设 由 E Ze( 巡 ). 定 尽 映射 
: 2( 吾 ] 一 瑟 ( 五 ) 如 下 ， Mo = %7， Me 称 为 乘积 算 于 ， 证 明 : 
(Ms EBD) 是 Me = 1 请 给 出 M42 
{2) ker Ms = {0} 当 且 仅 当 {z|Wz) = 由 是 零 测 集 ; 
(3 给 山 忍 Cde) 是 财 的 充分 必要 条 件 ; 
(四 给 出 Me 四 自 伴 的 充分 必要 条 件 ， 
21. 设 己 和 吕 是 投影 算 子 ， 试 证 明 
(1) 三 十 妨 是 投影 算 子 当 于 和 仅 当 喇 ) 上 攻 ii 此 外 当 王 二 总 是 
投影 算 子 时 , 有 RUP+H) = 尽 P) 二 QQ)，ker( 忆 十 名) = kerPmker@， 

(2) PG 是 投影 算 于 当 上 且 仅 当 PQ@ = QFP 此 外 当 PG 是 投影 算 子 
时 ， 有 届 fP 包 ) = 下 站 广 忆 (总 )，ker 了 P 司 = Eer 十 KeT 忆 . 

22. 没 己 和 名 是 投影 算 于 ， 证 明 以 下 各 命题 等 价 : 

(1) 呈 一 名 是 投影 算 子 ; 

[2 瑟 二 忆 = 晶 ; 

(3) R(G) C (CDP). 
又 当 已 -已 是 投影 算 子 时 ， 证 明 

开 ( 卫 一 昌 ) = 民有) 日 天 全 )，ker 人 PP 一 鳃 三 羡 (@ 十 ker 歼 


子 


闻 


母 . 
er 





ee 





on 





其 中 4 下 琶 4 门 吾 上 
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23. 谨 已 名 是 投影 算 子 ， 证 明 PS = @P 当 且 仅 当 己 + 妇 一 也 和 
是 投影 算 子 ， 此 时 
民 [P+ 如 -PPO) = BDI+RQ)，kerP+Q- PQO) =kerPnmkerG@， 

24. 信 4E8BN = 人 四 4 下 皇 吾 } 是 4 的 图 十 是 
六 CC 五 由 王 . 由 于 4 是 连续 线性 算 子 ， 六 是 五 四 总 的 财 线性 子 空 
间 ， 定 义 闲 线性 子 空间 于 = 五 四 1} C 瑟 由 瓦 , 证明 

ft mw=f10 当 且 公 当 ker4 = 10} 

(人 好 + 六 在 瑟 引 互 中 笛 密 当 且 仅 当 吕 4) 在 互 中 稍 密 ， 

{3) +R=@@ 吾 当 有 旦 仅 当 4 是 满 喘 射 . 

25. 在 无 穷 维 Hilbert 空间 五 中 给 册 两 个 闭 线性 子 空 间 对 和 六 ， 
使 Mnw={foiM+E 在 豆 中 稠密 ,但 好 上 + 亦 尖 吾 . 

26. 设 4 BE 4= 4 证 明 ker4= 4). 令 

六 一 inff(dz, oz 二 寺 ， 半 三 snpt4z el= 1 

证 明 1 4|| = maxf{lmm| ,12 

27. 设 4,BEB(4= 4 日 = 吾 ", 证明 4= 电 的 充分 必要 条 
件 是 {4z,z) = (Bz.zrih wzrE 了 . 

28. 在 王 中 定义 线性 算 子 ， 

有 (ce ,下 

证 明 4E 8(2), 并 求 4 

29. 语 五 是 Hilbert 空间 ，4e 如 )， 满足 





(4z = (dg)，YzaE 瑟 . 
证 明 
(人 4 一 才 4 
人 设 灵 4 = 如, 则 方程 4z = 乡 对 于 每 一 个 y E 有 4) 存在 唯 
一 解 . 





中 .4 Hilbert 空间 上 的 紧 算 子 259 


30- 设 4E( 吾 ) 称 其 为 正 算 了 了 了， 是 指 
(4z,z) >0，YwTE 瑟 . 
试 证 明 : 
(1) 正 算 子 必 是 自 共 鸭 ; 
(2) 正 算 子 的 一 切 特征 人 情 都 是 非 负 实数 , 
31. 设 4E8B) 满足 fd4zz)>o0vyzEe 瑟 旦 
{4zT) 二 De 了 一 人 
证 明 |4zl2 和 14l(Caz zy ve 吾 . 


85.4 _ Hilbert 空间 上 的 紧 算 子 


在 无 穷 维 空间 中 有 一 类 特殊 的 线性 算 子 ， 它 的 性 质 与 欧 氏 空间 中 
的 矩阵 很 类 他 ， 这 就 是 紧 算 了 ， 在 积分 方程 理论 和 各 种 数学 物理 问题 
的 研究 中 起 着 核心 作用 . 


85.4,1 紧 算 子 定义 

定 妈 5.4.4 设 豆 玉 是 下 IDbert 空间 , 设 4 是 总 到 乓 的 线性 算 
子 , 设 吾 ={ze 吾 |lzll < 二 为 豆 中 单位 球 . 车 4(BI) 在 关中 是 紧 
集 , 称 4 是 紧 算 子 、〔( 豆 ,五 ) 表示 所 有 紧 算 子 构 成 的 集合 ; 当天 = 瑟 
时 ， 箱 记 作 C{ 瑟 让 

易 知 ， 
4eel( 杞 才 ) ”对 于 已 中 有 界 集 瑟 , 4(B) 在 乓 中 为 紧 集 

< 对 十 豆 中 任意 有 界 点 列 {zaj,{4dznal 在 五 中 列 蜂 . 














命题 5.4.3 关于 紧 算 子 有 以 下 简单 性 质 ， 
() 5( 瑟 ,天 ) 是 线性 空间 ; 
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f2) CI( 豆 ,下 ) 伺 呈 (本 天) 

(3) 《{ 五 天) 昨 闭 子 空 河 ; 

(4) 车 4E85( 区 ,BE 开门, 且 半 互 中 有 一 个 是 紧 算 子 ， 则 
24STC( 丰 . 

证 明 (1) 是 显然 的 ， 

(2) 车 4EC(E), 4 到 是 紧 集 ， 必 有 界 ， 记 

好 =supfll4zl ze 已 } < oo， 

则 14zll < az yz s 瑟 . 

(3 设 4。eE C( 丽 区) 站 = 和 E( 瑟 天 4 一 4 一 
要 证 4 EC( 了 下). Ye > 0 存在 自然 数 m”, 使 得 

| 4， -4|| < sy72. 

对 4u( 瑟 ) 取 有 穷 的 =/2 网 ， 设 它 为 { 妆 大 sm 则 


4(BDJ CTLj SB0ne)， 


这 说 明 区 画 ) 有 有 穷 e 网 ， 即 为 紧 集 . 

(四 这 是 因为 连续 线性 算 子 把 有 界 集 映 为 有 界 集 ， 把 紧 集 映 为 紧 
集 . 

定义 5.4.3 设 4E 呈 天 ). 若 dim BR4) < cc, 称 4 足 有 穷 秩 
算 子 ， 一 切 有 穷 特 算 子 的 集合 记 作 开 ( 互 ,天 ) 

因为 有 穷 维 的 有 界 集 是 列 紧 的 ， 故 

所 (本 , 玫 ) CC 五) 下) [5.4.1) 

车 由 E 严 (左下 则 49ER( 瑟 下 且 dimRl4) = dm(4) 一 个 入 
等 算 子 是 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 是 有 穷 秩 算 子 ， 


对 于 zeE 豆 ,ye 天 ,用 z@3y 表示 下 列 算 子 ， 
卫 多 引号 ， 站 E 瑟 ， [5.4.2) 
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称 它 为 秩 1 算 子 ， 易 知 加 8 E 天 (再 , 天) 


定理 5.4.4 为 了 伺 五 (五 ,天 )， 必须 旦 仅 须 : 32; 所 互 ， 玉 大 五 ， 
4 一 1 2， 2 使 得 


站 = 》 四角 ， [5.4.3} 
1 一 1 


证 充分 性 是 因为 有 4) = lingpan{ 妇 , 轨 …… ,gr 下 面 证 必要 
性 .在 4) 荆 取 基 {yng，……ym], 不妨 取 作 标准 正 充 基 , 则 Yz e 豆 ， 
存在 {iitz]} 们 1， 使 得 几 
dy 一 加 (z)g 
运 1 
则 到 人 = 二 2 na) 是 五 上 线性 泛 画 ， 且 52) = (4zr,wh) 它 是 有 界 
的 .由 Riesz 表示 定理 知 ， 存 在 ri e 吾 , Fi(z)] = (zz2i). 于 是 


全 = “了 岛 央 . 
* 一 工 
事实 上 ， 些 时 zi = 4 


定理 5.4.5 设 4E 旺 (本 ,五 ), 下 列 命题 等 价 ， 

(0 4 是 紧 算 子 ; 

(2 46 开本 下); 

(3) 4* 屁 紧 算 子 . 

注 ， 由 (1) 全 (2), 可 得 下 杞 天 ) = C( 可 下)， 

证 明 C(5, 天 ) 是 B( 本 天) 中 闭 线 性 子 空间 ， 因 些 去 ( 吾 ,天 ) C 
Cf 吾 ,天 ), 即 (人 全 (1) 成 立 . 

兹 证 (人 1) (2 即 C( 吾 ,下 ) C 下 (再 ,天 ) 设 4EeE(T 关 ) ,4 盏 ) 是 
紧 的 ， 它 是 可 分 的 . 又 





RR4) = 405n)， 


电 一 1 
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其 中 吾 。 = {zE 吾 | zl < nm) 是 可 分 的 . 念 fehez…… en] 是 
(4) 的 一 组 基 . 设 已 是 天 到 linspanfelez，……,en} 的 正 交 投影 . 
令 4 = 已 4 等 个 4 E FF( 互 , 丘 ). 将 要 证 明 
im lan 一 4 = 必 
Yze 瑟 , 记 3 了 = 4z, 国 为 | 一 镍 一 0 故 得 4uz -4z|l| 一 0， 
由 于 4 是 紧 算 子 ， Ye > 0, 存在 
fzl azmjc 瑟 4(BDcCLj BC4ziper3). 


和 1 
对 任意 zeE B, 选取 7 使 得 | 4r - 4zil < <s/13,， 于是 对 任意 自然 数 
n, 有 
4z 一 4azl sz 一 4zil+il4z 一 nzil 十 Btdz 一 4z 诈 
科 旨 4z -4z 放 十 4z7 一 4 让 
和 213+|4z 一 4nzil. 
3No, 使 得 当 m > Wo 时 ， 14zj - 4azil < sa 7 = 12 my 页 
4z - 4az| < 对 一 切 zeE 吾 | 成立， 所 以 当 呈 > mo 时 有 
上 4 一 4 < se- 
们 六 (3 设 4e 开 ( 百 关 ,4 一 | 一 0. 于 是 
上 4 一 如 =|4n 一 4 一 0 
由 于 4 E 二 (, 天 )) 有 4 E 页 [ 互 ,于 ) =C( 瑟 天). 
(3)  (. 因 4 是 紧 算 子 ， 4 < 下 ( 吾 , 五 ), 故 4 = (4")" 也 是 紧 
算 于 ， 
例 革 上 一 节 例 4 给 出 的 到 (五 ) 上 的 积分 算 子 
KJ 四 = 人 Key)d (5.4.4) 
是 紧 算 子 ， 其 中 下 E 王 ( 吾 x 百 ), 事实 上 ， 记 {ey} 吕 1; 为 到 ( 瑟 ) 上 标准 
正 效 基 , 令 et 芒 = eifzjei 人 hj) 则 {feol 是 疡 (局 x 吾 ) 上 标准 止 交 
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基 . 于 是 有 Fontrier 展开 


oo 
此 三 全 订 尼 2 


5 一 


其 中 全 刘 一 (天 et) 写字 一 1)2)-…， 以 eijfzZ 信 为 积分 核 的 积分 算 子 记 
作 卫 。， 则 了 姜 是 工 2 妆 百 ) 上 秩 一 算 子 ， 故 下 三 > aij 五 和 是 紧 算 子 . 


85.4.2 ”Fredholm 理论 ， 紧 算 子 的 谱 


和 矩阵 特征 值 问题 的 研究 是 线性 代数 理论 中 的 一 个 重点 ， 在 泛 函 分 
析 理 论 中 ， 特 征 值 或 更 一 般 的 谱 的 研究 也 是 重要 的 问题 ， 一 方面 算 子 
方程 特征 值 问题 来 产 于 物理 学 和 工程 中 提出 的 许多 微分 方程 和 积分 方 
程 特征 值 问题 ， 另 一 方面 ， 算 子 谱 的 研究 在 于 揭示 算 子 和 空间 本 身 的 
结构 . 


定义 5.4.6 设 互 是 Hilbert 空间 ， 给 定 4e 3( 世 ). 称 集 合 


p( 人 =TAECIOT 下 -LEE (5.4.5) 
为 4 的 预 解 集 ， pf(4) 中 的 x 称 为 4 的 正则 值 ， 称 集合 
af4) = 人 pl4) {5.4.6) 
为 4 的 谱 集 ， ef4) 中 的 X 称 为 4 的 谱 ， 称 集合 
oj)={AEClkerOAT 一 用 关 {0]} (5.4.7) 


为 4 的 点 谱 ， ep(4] 中 的 入 称 为 4 的 特征 值 或 点 谱 . 
当 和 Xeaon(4) 时 ， 有 非 零 元 > E 玖 , 满足 方程 
4z 三 Xi， 
此 时 * 称 为 对 应 和子 的 特征 元 . 易 知 ， 当 AE cp(4 时 ， 和 一 么 不 是 
一 一 的 ， 因 此 X - 和 不 存在 道 ， 故 XEA(d). 所 以 
out4d)] Ce(4). 
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如 果 dim 号 < oe, 那 么 op(4)] = cf4. 当 dim 互 = oo 时 ，cp(4) 往往 
是 zl(4] 的 真子 集 . 本 节 将 研究 紧 算 子 谱 的 结构 . 
以 下 设 4 EEC) 记 全 三 了 工 - 4. 


引 理 5.4.,7 若 了 是 闭 值 域 算 子 ， 则 尽 T) = 2). 
证 明 由 定理 5.3.14 知 ， 


ker 了 一己 (*) 十 ， (5.4.8) 
百 有 好 下 闭 子 空间 正 交 分 解 ， 
五 =ker 人 和 轴 亚 (了 [5.4.9) 


令 均 = TAGrT, 则 玫 是 11 的 ， 瑟 们 = RD Z 在 RT) 上 可 定义 
道 算 子 ， 记 作 你 -1 只 要 证 明 到 -1 是 连续 算 子 即 可 . 
如 若 不 然则 3zn < 必 Tsl= 1 但 Trn 一 0 由 主 4 是 紧 
算 子 ， 必 存在 子 列 {fznx}, 使 得 4znx 一 :. 于 是 
Ta 二 人 一 由 jz 十 rn 玉 . 
由 连续 性 ， 玉 xz = dim (GT 一 和 zak 三 0 所 以 = 一 0 于 基 
zax|l = za 一 引 一 0， 
这 与 zs 上 = 工 了 矛盾 ， 
引 理 5.4.8 当 ker7 = {] 时 ， 羡 2 = 互 . 
证 明 用 反 证 法 ， 倘 若 不 然 ， 作 集合 列 
机 二 百丽 = 了 TB 让， 天 一 12…， 
那么 因为 下 关 琴 ,世人 是 11 的 ,可见 
画 了 于 了 有 卫 … 
于 是 习 庆 E 下， = 了 关上 下 民 而 ABRH)=1.YDmE 了 


有 
| 4zm 一 2n+al| 三 ||yn 一 了 gm 十 了 yn+p 一 2m+zl 之 1， 
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这 是 因为 了 一 了 3n+p 一 加 上 +p 多 了 ml1， 这 与 姐 的 紧 性 了 矛盾. 


引 理 5.4.9 设 4ecet5idimn 五 = ao, 则 4 没有 有 界 道 . 
证 明 用 反 证 法 ， 倘 肴 不 然 ， 存 在 4 < 8( 巧 ), 于 是 
4 4 Ygy e 殖 . 
即 
上 42| 兰 14lzlb wz s 吾 ， 


取 fzn} 为 标准 正 交 集 ， 则 
az -arm > 4 一 站 = V343: 

这 与 4 的 紧 性 矛盾 . 

定理 5.4.10 设 4ecefBT= 了 4, 则 

(人 al)= 人 AIAEcDH 

(2) 忌 (T) = (kerT) 一 ， 县 人) 一 (ker) 

(3) dim ker 了 = dim ker 了 ”< ooi 

(和 ker7 = {01 < BT) = 互 . 

证 明 (人 人 一 -EBE) > AT) LE8B) 即 pl*)= 
供 | Xe ae(T)}. 在 复 平面 上 取 余 集 即 得 (0), 由 引 理 5.4.7 及 定理 5.3.14 
即 得 (多 . 

(3) 在 ker 上， 了 Te 三 0 所 以 4err = 了 kerr- 由 于 4 是 紧 
的 ， 由 引 理 5.4.9 秘 ， dim kerT < oo. 同 理 dim kerT < pc. 

若 dim kerT < dim kcr*, 则 3 真子 空间 对 C kerT*, 以 及 等 虐 
同 构 了: kery 人 得 ， 于 是 ， 

区 十 天 :ker 开 生 ET 一 百 一 池 四 且 ()， 

其 中 RH 基 + 陪 = 季 @BT)CkerT* 斩 有 (7T) = 百子 + 了 是 二 1 的 ， 
也 呈 7- 紧 算 子 的 形式 ， 由 引 理 54.8 知 ， 尽 ( 人 + 了 ) = 互 . 这 与 好 
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是 真子 空间 矛盾. 因此， dim ker 了 T > dim kerT .进而 dim ker 人 * > 
dim ker 了 "一 im ker 工 . 
{) 当 辟 (2 = 五 时 ， 
ker 了 + 一 亚 (2 = 10}， 
由 (3) 可 知 ， lerT = {0}. 证 毕 ， 


考虑 算 子 方程 
卫 二 4 十 芭 [5.4.10) 
或 者 
Tz 二 外 (5.4.11) 
当 4 是 五 上 紧 算 子 时 ， 由 定理 5.4.10 的 结论 人 4) 和 (3) 可 知 ， 只 有 两 
种 可 能 ， 

(1) 或 者 对 每 一 个 yeE 已, 方程 (5.4.11) 存在 唯一 解 ; 

f2) 或 者 y = 0 时 ， 齐 次 方程 (5.4.11) 有 非 零 解 ， 且 齐 次 方程 的 解 
空间 是 有 穷 维 的 ， 

这 一 性 息 称 为 Fedholm 二 中 择 一 律 ， 

当 dim 百 < oo, 了 是 矩阵 ,方程 (5.4.11) 是 线性 代数 方程 组 ， 上述 
二 中 择 - 律 结论 是 我 们 所 熟知 的 ， nedholm 研究 了 当 算 子 4 是 积分 
核算 子 !( 如 例 1), 方程 (5.4.11) 为 积分 方程 的 问题 ， 得 到 了 一 中 撞 一 结 
论 ， 定理 5.4.7 是 Fredholm 积分 方程 理论 的 抽 篆 和 推广 . 

下 面 给 出 Hilbert 空间 上 紧 算 子 谱 的 构造 ， 

引 理 5.4.14 设 4ECH)AECAz 昌 若 

if 人 CE 一 4 人 zi = 了 =0， 





则 AE op(4. 
证 明 要 证 kerfXT -下 关 {0}. 由 已 知 条 件 ， 3zn e 总 za = 
1 吧 一 1 2 ， (AT 一 一 )7n 一 已. 由 于 4 是 紧 算 子 ， 卫 子 列 Yo Th 个 
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2, 于 是 Xzw = (CT 一 rn +A4zrmw 全 2 故 
|zj = im zz| 一 ， 和 天 
由 连续 性 ， 
= im (AT- ze = 人 (AT 几 J(X -12z)， 

所 以 zeEkerfAT- 4) 即 得 AGEepf4). 

定理 5.4.12 设 4EecC() 则 

(0ecfd4), 除非 dim 五 < eco 

(人 2) ctd)vto = cptdy to 

(3) cp(4) 至 多 以 0 为 聚 点 . 

证 明 引 理 5.4.9 即 是 (二 

(21 只 要 证 当 MEcp(4),X 关 0 时 Enp4), 此 时 

ker(7 -4 = {0}. 
由 定理 5.4.10 开 ,RAT- 汪 = 殖 . 故 M--4 是 1-1 满 映射 , 在 豆 上 有 
道 算 子 (AT- 4- 即 只 要 证 (AT -4)-1E 3). 由 引 理 5.4.11 知 ， 
inf 旭 ll 罗 z 上 el= 卫 =e>0， 
[2 
攻 2 一 冯 )2 兰 台 z| 
ve 万 , 令 z=( 人 -dly, 代 人 上 式 ， 得 
有 OAE 改 一 外 笃 cy 由 

所 以 7 一 区 下 科 c 

(3) 用 反 证 法 . 如 果 有 和》 Eap(4)N{T0}m=]12 2n 天 Am 全 天 
,并且 nm 一 入 关 0, 那么 任 取 

Zn E kerf(Ao 工 一 由 AD 殉 三 12 

列 有 : 
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位 Yn, {fzlz2… Zn 是 线性 无 关 的 ， 事实 上 ， 可 用 数学 归纳 法 
证 明 ， 设 此 结论 对 mm 成 立 . 若 有 za+l E ker(hn47 - 如 AN\{f0j 使 得 


了 
znHl = > azi 则 
1 一 1 


入 
An 二 1Yn+i 一 Fn+l 一 ai 
1=1 


从 而 
> ein+l 一 As]zi 一 间 . 


由 归纳 假设 {zlzs，…… ,zan} 为 线性 无 关 的 , 所 以 (Ans1- jas =0, 即 
得 ai=0，1i = 二 2- ,这 与 zn+l 关 0 耳 盾 . 因此 {2Zi， 72， ) 红 n 二 1 
是 线性 无 关 的 . 

(说 记 吾 = jnspanfzi, ,Ta 网 百 。 全 ni 习 加 HI GE 五 + 
满足 lyn+ril= 二 且 g+i 上 吾 .从 而 Ynpe 于 有 


1 ap4yn+p 一 AT 4sn|| 

















工 _ 
YYn+P 一 {2mp 一 入 .48yn+p 十 7 gm 之 1， 
位 


十 如 


这 是 因为 yp - ARjp4ynrpt+ARldgn E 百 +p 1 这 便 与 4 的 紧 性 巴 
盾 . 

由 此 定理 可 知 ， 对 于 无 穷 维 Hilbert 空间 上 的 紧 算 子 4, 共有 二 种 
可 能 情形 : 

(2(4) = 人 0 

(2) zf{4) = {D, AbAa An 

(3) ol4) = {f0 AM An) 其 中 心 一 0. 


85.4.3 Hilbert-Schmidt 理论 
在 Hilbert 空间 上 ， 自 共 驾 紧 算 子 的 谱 和 算 子 结构 更 为 清楚 ,考虑 
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有 穷 维 情形 的 对 称 矩 阵 4, 它 可 以 通过 正 交 变换 对 和 角 化 ， 对 角 线 上 的 
元 对 应 着 4 的 特征 值 ， 而 这 些 特 征 值 又 是 4 所 对 应 的 二 次 型 (4z,z] 
在 单位 球面 zl| = 1 上 的 各 个 临界 和 值 ， 所 有 这 些 性 质 可 推广 到 无 穷 维 
Hiibert 到 间 上 的 日 共 和 的 紧 算 子 . 

引 理 5.4.13 设 4 是 复 Hilbert 空间 吾 上 的 正规 算 子 ， AE CC， 
则 ker(AT 一 4 = ker(XT -4 目 ker(A7T 下 是 4 的 可 约 化 子 空间 ， 
即 

4fkerfAT 4) C kerT 一 四， dfker(AT 一 4) C ker(AT -- d]-. 
证 明 4 是 正规 的 ， AT - 4 也 是 正规 的 ， 
Hz 一 4)zll = 人 AT 一 4)zl，Yzse 吾 ， 
故 ker(AT 一 4) = ker(A7 -4 此 外 , 若 zeker 下 , 则 4z = 
Ar E ker0z - 4 即 4(kerfA7 - 4 C ker(Az - 4 叉 对 于 任意 的 
8 E kerf(AT -4 YEkerT 下， 由 于 
te 4 一 (dz 有 一 Az=0， 

故 得 4y e ker(X7 -省 . 


命题 5.4.14 若 4 是 复 Hilbert 空间 下 上 的 正规 算 子 ，X%,z 是 
4 的 不 同 特征 值 ， 那 么 ker(AT - 4) 上 ker(Anu - 4)， 
证 明 任 取 zekerT- 沾 ESEkertT- 熙 , 由 引 理 5.4.13 知 ， 
43 = 玛 . 于 是 
AT = (4z 臣 一 (7.4 一 (7 一己 ( 攻 ， 
因此 [人 A 一 站 他 , 扫 =0. 因 为 入 关 必 矶 有 工 上 也 


设 4 是 五 上 紧 算 子 , 又 是 自 共 辆 算 子 , 于 是 Yz E 豆 (477) E 限 ， 
范 数 是 





al = sup{f(4z, ?| zll = 器 
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允 记 上 的 谱 集 为 cf4) 一 {o， 和 1， 2， } 1 共 中 入 mr 是 实 特 征 值 ， 入 m 一 站 
上 且 特 征 空 间 是 有 穿 维 的 : dim ker(An 了 - 4 < oo. 


命题 5.4.15 设 4 是 豆 上 紧 自 共 斩 算 子 ， 则 |4| 和 -| 4 中 一 
个 值 是 特征 值 . 

证 明 若 4 = 0, 显然 成 立 . 设 4 关 0 由 定理 5.3.17 知 ， 3 卫 单 
位 元 z。fe 百 , 使 得 (4zn,znjj 一 |4| 不 妨 设 (4znzn) 一 入 其 中 
1 = 14, 如 果 需 要 可 选 政 合子 列 . 慈 证 AE optd), 因为 

0<lor- zanl=14zn 有 2 一 2A(4znyzn] 十 生 
222 -2A(4znzn) 一 0， 
因此 lim_ 17 一 4znll=0. 由 引 理 5.4.11 郑 ， AE apf4). 


定理 5.4.16 设 4 是 复 瑟 lbert 空间 豆 上 的 紧 自 共 钝 算 子 ， 记 
fa 和 为 4 的 所 有 不 园 的 非 乱 特 征 值 , 则 xn 均 为 实数 ; 
记忆 ,是 百 到 ker(Aa- 4) 的 正 交 投影 , 则 瑚 Pa = 叫 一 小 几 天 和， 
且 oa 

4 一 人》 Mn 忆 ， [5.4.,1] 
五 二 1 


其 中 级 数 在 呈 ( 五 ) 的 距离 下 收 伍 到 4， 

证 明 由 命题 54. 知 ， 存 在 实数  E cp(4)，bD| = 4 使 
本 = ker(OF- 4, 吃 =BPB 令 瑟 = 下 .由 引 理 5413 知 ， 五 是 
站 的 可 约 化 子 空间 ， 所 以 还 也 是 4 的 可 约 化 子 空间 . 令 42 = 4 本 ， 
则 42 是 百 : 上 的 紧 自 共 罗 算 子 . 

由 命题 5.4.15 知 ， 3 实数 Ma E ap(42), 使 得 jxa| = 1421|. 令 
已 = ker()af -45). 易 知 政 = ker(XaT- 4 和 关 六 令 五 = 了 天, 记 
五 = (机 惫 肌 计 . 因为 js < 4 故 la| < | 运用 归纳 法 可 得 
一 列 由 的 特征 值 满足 : 
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(了 Ai 宇 | 衬 ; 

们 ) 再 = ker(An 了 一 二 n+Hil = asse…@B|- 
由 (1) 知 ， 存 在 wa > 0,|An| 一 和 兹 证 ae=0. 取 eneo|lenl = 二 
因为 4 是 紧 的 ，3 子 列 fen 上 使 得 4e, 一 引 当天 六 时 en 上 em， 
4en = mery 因此 

| 4en 一 4en 用 = A， 十 和， 袜 202. 

由 于 {4en,} 是 基本 列 ， 故 a“ = 0. 

考虑 4- 2 三 当 zeE 配 ,1T<k<m 时 ， 

产 


(4 -xjz = 4zr 一 和 kzZ 一 0， 
3 一 1 


因此 已 @ 肪 be 术 Sier(4- 闷 X) 
和 1 
若 ze (机 和 甲 瑟 四 .由 杞 ) 则 忆 z=01<7T<n. 故 
(4- 补 50)jz= 和 如 
4 一 1 
又 ( 画 甲 … 息 吓 久 为 和 的 可 约 化 子 空间 ， 所 以 


| 一 各 


和 1 








= | .44mg…@ 到 | = | An 一介 
证 毕 . 

注 1 YAeopntdjxfol, 设 ker(AT- 作 的 标准 正 交 基 为 {e 后 ] 下 ， 
其 中 mm( = dim ker(AT- 4), 称 mm( 为 和 的 重 数 . 此 外 , 若 0E cpf4)， 
则 设 ker 4 的 标准 正 交 基 为 {eto}, 它 不 一 定 有 限 ， 念 

{ 时 = U  feeUfet 


AEapt4JN{0] 
于 是 
zz=》 (zejen 4z=》 Xi(zeter 15.4.13) 
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注 2 可 将 特征 值 按 绝 对 值 递减 的 次 序 编号 ， 并 约定 其 重 数 是 革 
数 ， 就 把 该 特征 值 按 此 数 连 续 编 儿 数 ， 即 排 成 Xi| > |》a| > …… 平 是 


册 一 ， Aiei 加 ji- (5.4.14) 
还 可 以 按 正 负 值 把 绝对 值 排列 起 来 ， 记 作 
外 站 (5.4.15] 


定理 5.4.17 设 4 是 紧 自 共 斩 算 子 ， 对 应 有 特征 值 (5.4.15) 式 ， 








则 
外 一 inf 9up dr) (5.4.160) 
”eV (7) 
卫 尖 必 
_ Chzia _ 
= 6 
严 尖 由 


其 中 全 - 是 五 的 任意 呈 一 工 维 闲 线性 子 空 间 ， 
证 明 因为 用 -4 代 4, 那么 等 式 (5.4.16) 区 含 了 关系 式 (5.4.17)， 
只 需 证 (5.4.16) 式 ， YzE 克 ,yz= 开 寺 ef 十 2aje ,有 
(drz) 三 oy | 
Go oj 
记 (5.4.16) 式 右 端 为 im. 
() 枇 证 站 < Ar 人 -1 在 spanfet et 中 总 有 zn 天 0, 使 
得 zw 上 人 5- 于 是 
Ca aoa _ 工 寺 o 


Su 盖 = > MA 
天 上 1 {3z; 邓 ) (zanyzn) 袜 lo 2 
z 关 0D 


即 得 Xx < Ar- 
{2)} 芝 证 A 之 An， 取 人 -1 到 Span{ei ,et 恒 有 


(4z;,3] 
)t 一 SuUP 盖 Rn 
4 Ya 1 {z,2) 
并 天 上 
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习 题 


1. 证 骨 一 个 千 等 算 子 是 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 是 : 圭 等 算 子 为 有 
限 秩 算 子 . 

2. 证 明 4 Ee( 瑟 天) 与 以 下 两 个 命题 等 价 ， 

G) 对 十 总 中 有 界 集 吕 有 4 三) 在 关中 紧 ; 

(2 对 于 互 中 任意 有 界 点 列 {za} ,fd4zn) 在 天 中 列 紧 ， 

3. 设 {zas C 厂 ,zeE 瑟 ,满足 wyEe 了， im (nm 锌 = (2, 才 , 证明， 

介 著 4E 克 B) 则 有 YY E 可 lim (4znw 攻 一 (4z, 坟 ; 

GO 若 4<ecC(B), 则 有 lim ll4zn -4zl| = 0. 

4. 4Eef 囊 ,fen} 是 如 的 标准 正 交 集 ， 证 明 | 4en|| -> 0 

5, 设 4 是 紧 算 子 ， 好 是 闭 子 空间 ; 设 4M EC 邮 . 证 明 4lw 也 
是 紧 算 子 , 

6. 若 4E RE 证 本 4 6 瑟 ( 玖 , 瑟 ), 下 有 等 式 

dim 忌 ( = dim 已 Cd 

7. 设 4e 妨 ( 吾 ). 证 明 

f) 存在 标准 正 交 集 {fel,… ,en} 和 向 量 矿 ，…… ,加 E 吾 ,使 得 4 三 
2 Bi 罗 天、 
着 存在 ,ne C, 罗 = Ne 则 4 是 正规 算 子 ， 并 求 
Ga 二 ). 

*8. 设 4，E 工 ( 百 )， 满 足 sup14a| < ee 邻 = 由， 记 
4 - @zdh， 证 明 4 是 紧 兽 子 的 充分 必要 条 件 是 ， 每 个 4 是 紧 算 
子 ， 而 且 | 4 一 0. 

9. 证 明 中 .4 中 例 1 内 的 积分 算 子 天 是 疡 ( 吾 ) 上 的 紧 算 子 ， 即 验 
证 等 式 政 = aij 古 - 
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10. 设 4E 8B{ 互 ), 满足 4zll > elzlYzeE 互 ,其 中 ec> 0. 证 明 
4EcC( 瑟 ) 当 上 且 仅 当 dim 吾 < oo. 
11, 给 定 可 测 集 mc BR"， 设 是 吕 上 有 界 实 值 可 测 函 数 , 证 明 书 : 
zz 的 是 王 fR) 上 的 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ， = 0，a.e.. 
12. 若 4Eef(), fen 是 五 的 标准 正 交 集 ， 证 明 (4enen) 一 0， 
13. 设 4EcfB),T=T-4,wYRERN. 证 明 
(li) kerz* 为 有 穷 维 ; 
(2) 怀 人 5) 是 闭 的 ， 
14. 设 4 是 紧 自 共 辑 算 子 ，{fei} 与 1 如 (5.4.1 人 式 . 对 于 和 6 五 ， 
证 明 方 程 hz = / 有 解 当 且 仅 当 上 ker 4, 并 且 于 和 引用 的 P < co; 
并 求 出 解 > 的 一 般 形式 ， 
15. 设 4 是 紧 自 共 罗 算 子 ，{feij ,fi 如 (5.4.14) 式 , 若 太 天 0, 且 
天 nya 则 YE 了 方程 CT-dz= 了 有 唯一 解 ， 即 
生 一 -1 1/ + ni:(Fenjen|， 
*16. 设 4ecB)4= 4 令 mmd = infff4c)1ilzll = 1 
Mtd) = supf(dzr,z)|zl = 二 ,证 明 
四 著 mmfd) 天 0 则 各 (4 Eap)i 
人 1) 车 邓 (4 关 由 则 MId) Eap(4) 
17. 设 4 是 互 上 晴 共 斩 紧 算 子 ， 证 明 
0) 若 4 关 直 则 4 至 少 有 一 个 非 零 特征 倩 ; 
(2 车 好 是 4 的 非 零 不 变 子 空间 , 即 4M C 邮 , 则 对 上 上 必 会 有 
4 的 特征 元 ， 
18. 给 定数 列 fo fj = 站 2 …) 注 足 es < oo. 在 王室 
间 上 ， 定 义 映 射 


攻 : 二 (2 三 人 1 
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其 中 亿 = 2 op， 1 = 1,2 证明 
(有 4 Ci 
们 若 ai = 西 , Yi = 二 2 成立, 则 4 是 紧 自 共 斩 算 子 . 
19. 设 4 是 互 上 自 共生 算 子 ， 并 存在 一 组 由 4 的 特征 元 组 成 的 
如 的 标准 正 变 基 ;又 设 
() dimker(T 一 4) < oo (AGEom(4NVTO)i 
人 扫 ve> 0ops(4)N[-s,el 只 有 有 限 个 值 . 
证 明 4 是 吾 上 的 紧 算 子 . 
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有 穷 维 欧 氏 空间 具有 内 积 构造 .平方 可 积 函 数 空间 刀 { 可 和 Hilbert 
空间 是 有 穷 纪 欧 氏 空间 作为 内 积 空 间 的 推 六 和 抽象 ， 这 些 空 间 的 拓扑 
或 者 说 收 伊 竹 是 由 距离 给 出 的 ， 而 距离 则 是 由 内 积 给 出 的 范 数 所 确定 
的 ， pfz 人 = lz - 攻 , 其 中 范 数 zl| = wz, 本 

有 穷 维 欧 氏 空间 作为 距离 空间 ， 它 的 拓扑 本 质 上 是 由 长 度 给 册 的 
范 数 所 确定 的 ， 第 四 章 中 研究 的 Lebesgue 可 积 冰 数 CE) 和 了 次 可 
积 函 数 空间 Le( 瑟 ) (1 < p < ceo) 的 范 数 概念 是 有 穷 维 欧 氏 空间 范 数 的 
礁 广 . 为 进一步 推广 和 插 象 ， 保 留 E( 五 ) 中 线性 空间 结构 和 范 数 构造 
而 不 考 邢 ZP( 刀 ) 中 元 素 的 洲 数 身份 ， 将 是 本 章 研 究 的 对 象 ， 即 线性 赋 
范 空 间 和 Banach 空间 . 


86.1 Banach 空间 


86.1.1 Banach 空间 定义 


定义 6.1.1 设 革 是 复 (或 实 ) 线性 空间 ， 对 于 区 中 每 个 元 素 7， 
按 极 一 定 法 则 使 其 与 一 非 负 实数 llz|| 相对 应 ， 满 足 

(D 正定 性 zll>0,， 且 人 zl =0<>z=0); 

(3) 三 角 不 等 式 ， lz 十 吕 冬 I|+ 反目 人 sy 三 ) ; 

(3) 齐 次 性 ， lazll = Jelllzll (ee 瑟 > E 全 )， 
其 中 政 是 复 (或 实 ) 数 域 . 称 革 是 复 (或 实 ) 线性 赋 范 空间 ， 权 | 为 元 
素 z 的 范 数 或 模 . 


ne 
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在 以 后 的 讨论 中 一 般 均 指 复线 性 赋 范 空间 ， 并 简称 为 线性 赋 范 空 
闻 , 通过 上 述 范 数 可 定义 环 上 距离 函数 . 对 于 z,y E 一， 定义 二 元 函 
数 
2l2 示 三 | -由 
客 易 证 有 明 ， pftz,2] 满足 第 四 章 中 “距离 三 公理 ”， 因 而 (,p) 是 一 个 
距离 空间 ， 以 后 约定 凡 讲 到 线性 赋 范 空间 时 总 认为 它 是 距离 空间 ， 且 
距离 由 pfz, 纺 = 7 一 串 来 定义 ， 
有 了 上 离 ， 使 可 以 引入 收 和 化 性 概念 ， 序列 {zn} C 斥 称 为 收 伍 于 
7 ， 是 指 
im |zn 一 中 =， 
这 种 收敛 常 称 为 依 范 数 收 仿 ， 记 作 lim zn 二 工 
有 了 距离 ， 便 可 引入 以 = 为 中 心 ， > 为 半径 的 球 邻 域 玉 (z) = 
{yEXig-zl<r} 于 是 人 .3 中欧 氏 空间 到 " 中 开 集 ， 朵 和 集 、 聚 
点 、Borel e 代数 ， 以 及 稠密 性 等 概念 都 可 以 搬 到 线性 赋 范 空间 中 来 ， 
如 果 (Xp) 的 基本 列 都 是 收 系列 ， 称 它 是 完备 的 . 


定义 6.1.3 完备 的 线性 赋 范 空间 叫做 Banach 空间 , 简 记 作 了 B 罕 
间 . 


例 1 复 欧 狼 空 间 Cn". 设 了 = 《2 ;7n) E CC” ， 引 进 范 数 
|z|| = (ep 人 .1 
则 Cn” 是 一 个 Banach 空间 . 
例 3 空间 CUM) (M 是 一 个 紧 距 离 空 间 )， 显 然 


| 一 In (6.1.2) 
是 一 个 范 数 ， 易 证 CU) 是 一 个 B 空间 ， 
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例 3 Ptn, 由 <p< oo 空间 . 设 (0.B, 由 是 一 个 测度 空间 ， 
/ 是 上 上 疡 可 测 冰 数 ， 而 且 |F(z)P 在 9 上 可 积 ， 这 种 函数 了 的 全 
体 记 作 zf, 站， 称 为 (0.5,o 上 的 了 次 可 积 函 数 空间 ， Ezfo,n) 按 
通常 的 加 法 与 数 乘 规定 运算 ， 并 且 把 上 几乎 处 处 相等 的 两 个 函数 看 成 
是 同一 个 向 量 ， 经 过 这 样 处 理 后 的 空间 Fz(Q,j) 仍 是 一 个 线性 空间 . 
定义 ， 

HI={( rar) (6.1.3) 

那么 ‖.|| 是 一 个 范 数 . zfn,m 是 一 个 Banach 空间 ， 

它 有 两 个 重要 特殊 情形 ， 

() 昂 是 形 "” 中 一 个 Lebesgue 可 测 集 ， 上 六 是 Lebesgue 测度 时 ， 
就 是 Z2(9); 

O 9 = N 时 ， 了 是 等 分 布 测度 ， Atfnj) = 1 (yn s 汪 . 这 时 
zfQ,A 由 满足 三 [ 忆 < oo 的 序列 了 = { 户 } 和 ,组 成 , 即 如 ( 见 35.1 
中 例 4 


例 4 Fe, 站 空间 . 设 侣 ,5 站 是 一 个 测度 空间 ， Js) 是 人 上 
& 可 测 函 数 ， 如 果 flz) 与 在 吕 上 的 一 个 有 界 函 数 上 几乎 处 处 相等 ， 
则 称 ffz) 是 上 一 个 本 性 有 界 可 测 函 数 ， 8 上 一 切 床 性 有 界 可 测 函 
数 (六 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 向 量 ) 的 全 体 记 作 工 “ (9 内 这 
是 一 个 线性 空间 ， 在 其 上 规定 

| = (ea . (6 和 

此 式 右 端 也 记 作 sss sm 外 则 目 ' 负 是 一 个 范 数 ， 2 ( 史 内 是 一 个 
B 空间 . 

Tee(Q,A) 有 两 个 重要 特殊 情形 ， 

() 当 员 是 型 "中 的 Lebesgue 可 测 集 ， 凡 是 Lebesgue 测度 时 ， 
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就 是 了 ee fn) ; 
{ 们 当中 = ,是 等 分 布 测度 时 , 它 是 由 一 切 有 界 序列 立 = {uan} 
组 成 的 空间 Is ， 其 范 数 就 是 sl = sup jwn| 


例 5 CefD) 空间 . 没 是 Rn 中 有 界 开 区 域 ，&E N ， CD) 
表示 下 上 具有 直到 阶 连 续 偏 导 逊 数 的 函数 全 体 组 成 的 线性 空间 , 在 
范 数 

| = 2 ma | 人 (6.1.5) 
下 是 一 个 Banach 空间 , 其 中 a 是 多 重 指标 ， 8e 是 多 重 仿 导 ,其 定义 
大 (4.3.16) 式 


例 6 索 伯 列 夫 空间 妞 ”z( 侣 . 设 人 是 了 中 有 界 开 区 域 ， 六 
N, 1 芝 P< oo 对 于 CO) 中 的 函数 广 定 义 


1 


1 = 9 FIz)lPdz | (6.1.6) 
(Aerora 
不 难 验证 ， || .lm 是 范 数 ， 但 是 CO 入 ‖- | |。s 不 是 完备 的 


任意 不 完备 的 线性 赋 范 空间 X ， 可 以 把 它 完备 化 , 即 确 定 一 个 完 
备 的 线性 冉 范 空间 六 ，X 可 以 过 续 地 嵌入 误 成 为 其 稠密 的 子 空间 
将 Cm(O) 的 子 集 

5S 圣 {7ecnO)1lylo<oo]】 
按照 模 (6.1.6) 完备 化 ， 得 到 的 完备 化 空间 称 为 索 伯 列 夫 空间 ， 记 作 
下 mezfm. 它 在 偏 微分 方程 论 中 起 着 非常 基本 的 重要 作用 .特别 当 P= 2 
时 ， 刀 m2(O) 简单 记 成 吾 m(D)， 


86.1.2 ”线性 赋 范 空间 上 的 模 等 价 
引进 范 数 后 就 可 以 引进 距离 ， 从 而 可 以 研究 一 种 收 伍 性， 不 同 的 
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范 数 有 可 能 导致 相同 的 收 伊 性， 导致 相 同 收敛 性 的 范 数 称 为 互相 等 价 
的 ， 其 确切 的 含义 ， 见 下 列 定 义 . 


定 尽 6.1.3 设 外 与 上 -| 是 线性 空间 上 两 个 不 同 范 数 ， 设 当 
后 oo 时 ， 
和 rn 一 0 公有 al 一 0， 
称 儿 :ja 比 站 :| 强 ， 如果:1z 比 | 睹 山 强 而 且 儿 下 受 比 片 想 强 ， 
就 称 儿 由 与 由 用 等 价 . 


命题 6.1.4 为 了 | 比 几 由 强 , 必须 且 仅 须 存在 常数 > 0， 

使 得 
lzll < ellzll2， Yaze 大 ， (6.1.7) 

证 明 充分 性 是 显然 的 ， 花 证 必要 性 . 用 反 证 法 . 若 (6.1.7) 式 
不 成 立 ， 则 对 vn EN，azruEe 瑟 ， 使 得 ||zasl， > nm zala， 今 
en 二 Zn8lzal ， 则 len 和 = 工 ， 又 

0< llenlb < ， 

王 是 llealla 一 和 因为 下 及 比 四 强 ,所 以 le 一 0， 这 显然 是 巴 
盾 的 ， 


推论 6.1.5 “无 上 的 范 数 外 | 与 外 | 等 价 的 充分 必要 条 件 是 ， 
存在 常数 cl, cz > 0 ， 使 得 
ci ]lzl slzlascz jz 由 ，YzE (6.1.8) 


定理 6.1.6 ”有 穷 维 线性 空间 上 任意 两 个 范 数 等 价 ， 
证 明 设 瑟 是 有 穿 维 线性 空间 ，dim = na. 设 中 :为 天 上 一 个 
范 数 ， 任 到 一 组 基 et,ez,…- ,en 对 YzE 和 ,有 


下 一 “Er 


于 一 1 
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记 瑟 = (名 oj) E ,村 是 映射 了 :z 吕 是 瑟 到 下 " 的 线性 代 
数 同 构 . 在 玖 " 上 


Il = ( 站 


是 一 个 范 数 . 记 lzll 区 7zlls ， 易 知 | .|> 是 于 上 的 一 个 范 玫 . 比 
证 睹 省 与 | 和 等 价 , 


记 C=【(Ie) 


全 公 狂 于 
lzlz leel= yl6llleil< cs (二 四 站 - callzl 
3 一 1 j 一 1 5 一 1 


z 可 以 看 成 坐标 函数 > = z(6…… ,后 ) ， 它 是 连续 函数 ， 从 而 范 数 

上 zl = 六 6 ,与 ) 也 是 连续 函数 .空间 区 " 中 的 单位 球 9 = { 6 一 

(6 | El = 1 工 ) 是 紧 集 , 在 9 上 考虑 FI6 6) ， 了 在 5 

上 任意 一 点 都 不 为 零 ， 从 而 在 9 上 有 正 的 下 确 界 cl > 0, 于 是 
JE 

对 YzE 吕 ,人 令 庆 = zy/lzlr ， 则 主 的 坐标 在 号 上, 故 | 上 >c， 从 

而 


1 
于 


， 由 Schwarz 不 等 式 得 


z|| > cl 人， 
故 儿 .| 与 由 和 等 价 . 车 外 是 二 的 另 一 个 范 数 ， 于 年 由 于 和 盾 -由 与 
目 je 也 等 价 ， 即 得 上 儿 与 上 等 价 ， 


本 定理 表明 : 具有 相同 维 数 的 两 个 有 穷 维 线性 赋 范 空间 在 代数 上 
是 同 构 的 ， 在 拓扑 上 是 同 且 的 ， 有 穷 维 线性 赋 范 空间 必 是 Banach 空 
间 ， 线 性 赋 范 空间 的 任意 有 穷 维 子 空间 必 是 闭 子 和 间 ， 


命题 6.1.7 设 开 是 一 个 线性 赋 范 空间 , 若 eyez，… ,en 是 元 中 
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给 定 的 向 基 组 ， 则 Yz E 瑟 ,存在 (AAAna)eE En ， 使 得 
了 了 一》 Xiei = min 了 一 》 ”tie 上 一 ( 司 了 朴 ” | 
3 一 上 1 
(6.1.9) 


证 明 不 纺 设 ee，… ,en 是 线性 无 关 的 . 对 于 = 全 5 扣 ) 


EK" ， 令 





























开 () 一 








痊 
开 一 >》 熙 ii 
1 一 1 








FS 是 政 "” 上 的 连续 函数 ， 且 
大 (5 > 


>》 ea 


?一 1 


; 显然 P0) 是 瑟 ' 上 一 个 范 数 应 用 定理 6.1.6 ， 


一 个 














令 P 全 =|se 
3el >0 ， 使 得 








己 各 兰 oa 慌 |， 
所 以 当 民 上 一 om 时 ， RS 一 so. 于 基线 炒 开 (6) 有 最 小 值 存 
在 . 即 存 在 AE 玫 "” ， 使 得 (6.1.9) 式 成 立 , 


注 若 记 财 = jinspanfeiez ,enlizo = 二 xc ， 测 条,1.9 式 
可 政 写 为 
AZ zZ0) = pz 虹 )， (6.1.10) 
适合 (6.1.10) 式 的 zo < M 称 为 在 对 上 的 最 佳 逼 近 元 ，A,Xa，… ，)n 
称 为 最 佳 通 近 系数 ， 


定理 6.1.8 ”线性 赋 范 空间 X 是 有 穷 维 的 充分 必要 杀 件 是 ， 夸 的 
单位 球面 是 列 紧 的 . 

证 明 必要 性 . 设 和 是 有 穷 维 旦 范 线性 空间 ， 单 位 球面 S 坚 
{ze 夸 | 人 zll = 1} 是 有 界 著 集 ， 因 此 是 列 紧 集 . 
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充分 性 . 设 碟 的 单位 球面 5 是 列 紧 的 ， 俏 若 在 5; 上 给 了 有 穷 个 
线性 无 关 的 向 基 {zl,za，……,zn} ,如 果 它 们 的 线性 包 Mn 张 不 满 蕊 ， 
那么 3zn+li E 5 ， 使 得 

za 一 2 者 衬 二 二 2 


) 入 。 


这 是 因为 任 取 ?y EM。 ， 接 命题 64.7 ，3ze Mn， 使 得 
必 =-zl= pa 些 d 
令 zi= 直 一 菩 /a， 显 然 zarl ES ， 并 且 
lzs 一 oz = 3 一人 + 人 ee 川 > 了 = 2 
有 昨 此 办 法 ， 如 果 X 是 无 穷 维 的 ， 便 可 以 和 逐次 在 3 上 抽 选 一 串 点 齐 
{za}ee ,使 其 适合 lzn -fm 1 tm 关 mm). 这 样 9 就 不 是 列 紧 的 ， 
所 得 矛盾 证 明 改 是 有 穷 维 的 . 


推论 6.1.9 ”线性 赋 范 空间 蕊 是 有 穷 维 的 充分 必要 委 件 是 ， 式 的 
任何 一 个 有 界 闭 集 是 列 紧 的 ， 








86.1.3 ”有 界线 性 算 子 

定义 6.1.10 设 X 和 了 是 线性 赋 范 空间 ， 工 是 蕊 到 了 的 线性 
算 子 ， 如 果 有 常数 M > 0 ,使 得 rzly < 好 llzlx, yzExX 成 立 ， 
则 称 了 是 有 界线 性 算 子 . 

如 同 Hilbert 空间 上 线性 算 子 一 祥 ， 可 以 考虑 算 子 的 连续 性 . 对 于 
和 到 了 的 线性 算 子 了 ， 如 果 由 

下 0 一 他 Ta 下 了 0) 

就 称 了 在 re 处 连续 . 则 了 在 定义 域 上 处 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 
7 在 零点 处 连续 ， 易 知 线性 算 子 了 是 连续 的 当 旦 仅 当 了 是 有 界 的 . 

定义 6.1.11 用 且 (E,P) 表示 一 切 由 发 到 了 的 有 界线 性 算 子 的 
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全 体 ， 并 规定 
17 = SA 一 RD， | (6.1.131) 
特别 用 B{X) 表示 召 ( 写 ,于 ) 以 及 用 区” 表示 如 (各 , 攻 ) ， 即 天 * 表示 天 
工 的 有 界线 性 疙 函 全 体 ， 
在 8(X,Y) 上 规定 线性 运算 
(Q@1 了 十 Gaza)7 一 1 站 区 十 Q2z27， 玫 和 全 二 【6.4.12) 
其 中 aa aa E 下 太 , 了 < 有 和 站 ), 则 她 ( 富 ) 是 一 个 线性 空间 . 
定理 6.1.12 设 X 是 线性 赋 范 空间 ， 了 是 Banach 空间 时 ， 
BE 按 上 中 省 梅 成 一 个 Banach 空间 . 
证 明 ” 先 证 明 I 上 || 是 范 数 ， 当 Il > 这 0 时 ， 
[了 = 0 年 全 了 3 二 和， YE 和 全 了 一 Ui 
1 + 丈 作 = sapf mm 二 ce) 
<supf ilmzl|llzil=1iy+sapftifrazlllzl=1) 
三 | 到 外 十 二 
llazll = sap{f lazrzll|llzl=1) 
=|alsapf zz 由 lz 由 =L] = el 
再 证 完备 性 ， 设 {T]}P 是 一 个 基本 列 ， 则 Ye > 0, 3 = wfe), 使 得 
vYzE 一 下列 不 等 式 成 立 : 
| 一 73 和 < | YPEIT> 六 
于 是 了 rz 一 ET. 记 此 y= 了 z, 不 难看 出 ，7 线性 的 ， 兹 证 其 有 界 . 
事实 上 ，3 了 me j, 使 得 
zl= 扯 上 IEazll+1 


和 人 3 上 TDHz， 天生 关 |z= 二 


86.1 Banach 空间 ”285 





即 得 II < Tall+1. 

下 面 我 们 讨论 空 闻 号 (天 ,) 上 的 三 种 拓 拉 ， 即 三 种 收 伍 性 . 

定义 6.1.13 设 X,Y 是 线性 赋 范 空间 ， 并 EB(XY) ， 呈 = 
1 2， 

(人 车 1 了 1 一 0， 则 称 衬 一致 收 伍 于 了 ， 记 作 厂 了 工 . 
这 时 称 了 为 {1Z] 的 一 致 极限 ; 

(2) 车 1 -Tizll 一 0，vYzexX 蕊 立 则 称 卫 强 收 黎 于 了 ， 
记 作 罗 一 了 或 记 成 slim 7 = 了 这 时 称 了 为 {7n} 的 强 极限 . 

(3) 车 FI 人 2)z) 一 0 ，vYrzeXwFreyr 成 立 则 称 T 弱 
收 化 于 了 记 作 如 一 工 . 这 时 称 工 为 fr 的 台 极 限 . 

显然 ， 一 致 收 和 伍 一 强 收 敏 一 弱 收 化 , 且 这 三 种 极限 若 存在 必 
是 唯 一 的 ， 上 述 三 种 收敛 性 分 别 给 出 了 连续 线性 算 子 空间 呈 (XY) 上 
的 三 种 森 同 的 拓扑 . 于 是 一 致 拓扑 比 强 拓 扑 强 ， 强 拓扑 比 弱 拓扑 强 . 

例 7 ( 强 收 伍 而 不 -- 致 收 伍 ) 在 已 上 考虑 左 推移 算 子 

二 一 [和 ; 汪 FF 了 了 一 (32 73 ,2 【6.1.13) 


令 们 = 了 TI ， 则 





了 二 (nn yz 一 [zz E 人 
2 YA ， 
当 m 人 oo 时 ， Bizll = 【 宇 lpota 扩 一 0 所 以 加 一 0 记 
4 一 ] 
台 m 一 (0;0,…: ;0, 1,0,……] 9 那么 了 nen+l 王 尼 1) 并 且 ez|| 一 到 呈 . 钾 此 
一 


| 之 nen+i | 一 ]|， 这 说 明 了 mn 不 可 能 一 致 收 仇 到 零 算 子 . 


例 8 ( 弱 收 敏 而 不 强 收 敏 ) 还 是 取 空 间 夸 = 耻 = 电 , 考虑 右 淮 移 
算 子 如: 中 一 已 yz = {fznzra rn 


如 :TH 有 = 人 1Ozi372 
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记 囊 , 吾 可 ,于 是 有 
吾 - 郊 一 【0,0 ,0D, TY1;， za) 
一 一 
显然 ， 对 于 任意 的 ze PRnzl = (2 从 而 。 > 0. 但 是 对 于 任意 
JE 人) = 已 , 记 了 = 的 加, 加 小 则 存 
IE = | 于 waas 
虑 一 宗 





E 去 
< (二 jz 0， 当 m > ea， 
天 一 1 


即 豆 , 一 人 0， 
习 题 
1. 在 型 中，vYz=fe 人 ， 今 
| 才 生 = 网 二 贡 1zlla = V 呈 十 配 ; 
1jzlls = maxflel, il = fa4 十 厂 )72， 


ft) 证 明生 时 宇 = 也 2,3,4 都 是 开工 范 数 ; 

(2) 画册 【 阳 2 ,让 企 = 123,4) 各 空间 中 的 单位 球面 图 形 ; 

(3) 取 O= (00), 4= (0), 吾 = 101) ， 试 在 上 述 四 种 不 同 范 数 
下 求 出 AO4 下 三 迎 的 长 庆 ， 

2， 设 C(0,1] 表示 (0,H 上 连续 且 有 界 的 画 数 “的 的 全 体 .， 令 
lzll = supf lz 人 10<t<1) 证 册 ; 

(人 用 :站 是 Co0,1] 空间 上 的 范 数 ; 

(2 tee 与 Cf0,]] 的 一 个 子 空间 等 距 同 构 ， 

3. 在 Ci[e, 避 中 令 


6 坦 
lah = 1 (e+ 人 人 dt) ，vyzecClle 问 
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(0 求证 小 小 是 Cxla, 避 上 的 范 数 ; 
(2 问 (Clle, 下 中 小) 是 否 完备 ? 
4. 在 Cl0,] 中 ， 对 每 个 ze Clo,i] 令 


1 理 1 熏 
Il =( opagj ielp=( /aroetpat ， 
证 明 儿 四 和 | 省: 志 是 Co0,1] 中 两 个 等 价 范 数 ， 

5. 证 明 范 数 lz 外 是 变 元 * 的 连续 函数 ; 

6. 在 Cn 中 定义 范 数 llz|| = max | 7 让， 证 明 它 是 B 空间 ; 

7. 验证 例 3 中 定义 的 范 数 满足 定义 6.1.1 的 范 数 三 公理 . 

8. 设 即 ,X 是 两 个 线性 赋 范 空间 ,定义 新 的 空间 三 = XXX = 
{fzl,zz) |z1 E XI172 E oj 称 三 为 加 与 的 笛 卡 尔 习 积 空间 . 
规定 线性 运算 如 下 ; 

af(z1,72) 十 有 = (ai 十 Dara 十 有 zh 
月 皇 改 TD EX za EX ， 并 赋 以 范 数 
几 zay rs 州 = max 人 zalla jzal 
其 中 全 :由 和 川 :| 分 别 是 和 交 的 范 数 . 证 明 ， 如 果 厂 ,X 是 吾 
空间 ， 那 么 蕊 也 是 3 空间. 

9. 设 攻 是 线性 赋 范 空间 , 证 明志 是 B 空间 的 充分 必要 条 件 是 ， 

vVfznj cc 和， 车 工 lz < ec, 则 二 xz 收 化. 


10. 在 到 中 ，Yz = (@ 及 ER2 ， 定 义 zl = max(lzal|za|), 这 是 
范 数 ;并 设 el = (1,0), ro = (0,1), 求 ee 届 适 合 
ro 一 ael| = 下 过 ze 一 Aelll; 
这 样 的 e 是 否 唯 一 ? 请 对 结果 作 几 何 解释 ， 
*]11.( 商 空间 ) 设 蕊 是 线性 赋 范 空间 ， 对 是 元 的 闭 线 性 子 空 间 . 
对 于 rayce 邓 ,车 z-3ye 迪 ， 称 z 与 ?等 价 将 碟 中 向 量 按 等 价 
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分 类 ， 把 每 一 个 等 价 类 看 作 一 个 新 的 向 量 ， 由 这 种 向 基 的 全 体 组 成 的 
集合 用 X7M 表示 ， 并 称 为 商 空间 . 

人 设 IzljeXAMH ， 求 证 zE 疡 ] 的 充分 必要 条 件 是 [z] = z + 叶 . 

{2) 在 A 中 引入 加 法 与 数 乘 运算 如 下 : 

Bl+ 国 至 了 +yTM， 加, 国 EXAMNi 
alzl] 琶 weTMH， 四 EX ae 下 
其 中 zx 和 3 分 别 表示 等 价 类 fg 和 加 中 的 任 一 元 素 ， 又 规定 范 数 
| 四 上 = inffllzl | ze 加 }，YzeXAi. 

证 明 (于 /AM4 ,由 :和 肌 是 一 个 线性 赋 范 空间 . 

{3) 证 明 Yzefzl 有 

| 名 ] = iaffllz 一 下 | mE 对 }， 

(4 定义 商 映 射 由 :天 一 车/ 为 由 z)= 加 .证明 中 是 线性 连续 
映射 . 

(入 了 [zeXAd ,求证 3yE 瑟 使 得 稚 = 他 ,县 个 上 和 2 可 小 

人 6) 设 闷 是 Banach 空间 ,证 明 苇 A1M 也 是 Banacn 空 问 . 

(人 设 生 = Cl01M=TFEX1AO)= 0 证 明 XAHM 与 政 等 
只 同 构 . 

12. 对 于 任意 的 4E 8B(XK,Y) ， 证 明 

ft1) ja 人 = soptllazll le ES 1 

(2] 14 = ED， 14z|| 


13. 证 明了 E 8(XY) 充分 必要 条 件 赴 ， 了 是 线性 算 子 ,将 扎 中 
有 界 集 贞 射 为 了 中 有 界 集 ; 

14. 对 于 任意 的 了 E 号 (XRD 证 明 

(人 1 = supfFz) | < 二 
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(2) supfflz) | zll< 映 三 中 放 ， YE > 0. 
15. 设 ge Clo,i ， 在 Cf0,1] 上 定义 泛 函 
5( 有 = / 4 的 FDdb YeC,1， 
求 | 便 中 
16. 设 工 :天 一 YY 是 线性 算 子 ， 
(1) 若 了 egBfX,Yry， 求 证 kerT 是 入 的 闭 线 性 子 空间 
(2) 落 了 是 区 上 的 线性 活 画 ， 求 证 
了 EX < kerf 是 闭 线性 子 空 间 . 
17. 状 ,Y 是 有 穷 维 线性 赋 范 空间 ， 了 是 蕊 到 了 的 线性 映射 ， 证 
明了 是 连续 的 . 
18. 9S, 是 2({ 芭 1<Dp< oo 到 自身 的 算 子 ， 
(so = | 全 站 


0， | 他 | 六 症 ， 





其 中 贝 E ZEP{R0. 证 明 Sn。 强 收 伍 到 恒 则 算 子 工 ， 但 不 一 致 收 笋 到 工 
19. 设 吾 是 Hilbert 室 间 ，{T CEB( 瑟 ) 于 一 工 且 YrzeE 互 ,有 
1 一 人 2 证 明 辣 强 收 伍 到 了. 


46.2 ”Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 


上 一 节 已 经 介绍 了 Banah 空间 上 有 界线 性 算 子 的 概念 ， 并 进行 
了 初步 讨论 ， 这 一 节 是 比较 深入 介绍 有 关 Banach 空间 上 有 界线 性 算 
子 的 理论 ， 
8$6.2.1 ” 道 算 子 定 理 

设 导 和 了 是 线性 赋 范 空间 ,了 是 藉 到 了 的 线性 映射 , 则 了 妊 连 
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续 算 子 的 充分 几 要 条 件 是 , 对 于 像 集中 任意 开 集 忆 , 它 的 原 像 了 37 = 
{zEHTzegy 是 居中 的 开 集 . 若 工 是 一 一 对 应 的 ， 那 么 在 像 集 
ET) 土 可 定义 工 的 道 映 射 了 :RD 一 全 .于 是 为 了 使 工 " 是 连续 
的 ,其 充分 必要 条 件 是 ， 工 将 开 集 天 中 忆 耿 成 了 中 开 集 了 C. 为 了 不 
涉及 了 : 的 存在 性 ， 称 线性 映射 工 : 各 一 了 是 开 喘 射 ， 如 果 它 将 开 
集 映 射 为 开 集 ， 


定理 6.2.1{ 开 映射 定理 ) 设 民 了 是 Banach 空间 ， 了 全 E 有 B(, 史 )， 
若 了 是 满 射 ， 即 了 和 = 工 ， 则 开 是 开 喘 射 ， 


并 上 映射 定理 的 证 明 要 用 到 网 的 概念 和 Baire 网 定理 . 本 谍 程 不 引 
进 岗 的 概念 和 Baire 岗 定理 . 开 上 映射 定理 的 证 明 从 略 ， 有 兴趣 读者 可 
参考 附录 D， 


定理 6.2.2{ 道 算 子 定理 ) 设 蕊 和 了 是 Banach 空间 ， 亿 荆 
Bi 设 工 是 一 一 满 的 ， 则 了 E 吕 ( 罗 全 )， 

证 明 由 开 上 映射 定理 知 ，Y 愉 中 开 集 全 ， 工 F 为 了 中 的 开 集 ， 
用 Bfzo.aj, 7 人 (加 , 遇 分 别 表示 苇 和 工 中 的 开 球 . 那么 3 >0， 使 得 
U(0.6) CTB5(0,D ， 即 





0(0DcTB(o 下 
或 
T-1C(0.DC Bfo， 5) 
因此 Yye 和 ll<1， 有 
一 中 < 174. 
对 于 YE 区 se>0， 记 部 =y0+e ， 导 <1 将 交代 入 二 列 不 
等 式 ， 由 模 的 齐 次 性 得 


Irol< (oil+ 





386.2 ”Bamach 空间 上 的 有 界线 性 算 手 291 


令 = 一 0， 得 
Tolls ilsl，vYyez 
成 立 . 从 而 了 -LE BT ). 
定理 6.2.3 (等 价 范 数 定理 ) 设 线性 空间 X 上 有 两 个 范 数 ‖ -由 
和 |. |。 如 果 X 关于 这 两 个 范 数 都 构成 Banach 空间 ， 而 且 | .| 比 
上 强 ， 册 上 .4 必 与 下 小 等 全 
证 明 考虑 恒 同 算 子 了 :天 _，X ,把 它 看 成 由 (天 ,|) 到 (天 ,| 
的 线性 算 于 ， 由 假设 ，3C > 0， 使 
上 人 台 | 交工 生 扰 . 
因此 了 是 有 界 的 ， 了 是 一 满 的 映射 由 遵 算 子 定理 ， 它 的 道 算 于 大: 
也 是 有 界 的 ， 即 Yz EX， 
1azls < zlzl， 
亦 即 llzls < Ia 


86.2.2 ” 闭 盟 像 定理 


定义 6.2.4 设 工 和 Y 是 线性 赋 范 空间 ， 考 虑 笛 卡 尔 匀 积 空间 
号 xx = (人 | 上 zeEXyeEey 按 运算 


(zl 有 ) 十 (za 罗 ) 一 (21 十 3 及 十 区 有 (6.2.1) 
af2 切 = (am ao， (6.2.23) 

和 x 世 构成 线性 空间 .定义 范 数 
人 荔 目 = 人 上 + zl (6.2.3) 


这 时 天 xx 是 一 个 线性 赋 范 空间 . 
定义 6.2.5 令 人 是 定义 在 D(Z) EX 上 到 工 的 线性 算 子 ， 
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Gr =ftzTzj|zeDz) (6.2.4] 
称 Cr 为 了 的 图 像 . 
显然 ，Gr 是 于 xy 中 的 线性 子 空 间 . 


定理 6.2.6( 闲 图 僚 定 理 ) 设 天 和 了 是 Banach 空间 ， 了 是 
PC 天 到 了 的 线性 算 子 ，DPIT) 是 七 中 的 闵 集 . 若 G7r 是 区 x 了 
中 闭 集 ， 则 了 是 连续 的 . 

证 明 因为 卫 (7) 是 闭 的 ，DO) 作为 天 的 于 线性 子 空 间 可 以 看 
作为 Banach 空间 . 又 因为 Gr 是 闭 集 ，CGr 在 范 数 (6.2.3) 下 是 Banach 
空间 .定义 王 :Gr 一 TD，(zTz] rm 7 易 知 已 是 一 一 满 的 有 界线 
性 算 子 . 由 道 算 子 定理 知 ，P-1 :PIT) 一 Gr 是 连续 的 ， 又 定义 连续 
线性 算 子 和 :GTr 一 及 (ziTz] mm Tz. 于 是 用 了 = 驴 :P 知 了 是 连 
续 的 , 

定义 6,2.7 设 开 和 王 是 Banach 空间 ， 了 是 了 (CE 和 到 开 
的 线性 算 子 ， 对 于 任意 的 {rn} GD ， 若 由 zn 玉 z， ITzn 3 可 得 
zeDT)， 及 1!= 了 了 r， 就 称 了 是 闭 算 子 , 

每 个 连续 线性 算 子 了 都 可 以 将 定义 域 DT) 延 拓 到 PDT) 上， 因 
此 每 个 连续 线性 算 子 了 都 可 以 看 成 是 有 闭 定 义 域 的 ， 于 是 每 个 连续 线 
性 算 子 必 是 闭 算 子 ， 可 嘴 一 般 的 闲 线 性 算 子 未 必 是 连续 算 子 . 

例 考察 微分 算 子 全 = 关 ， 它 是 定义 在 P(T) = C[0HSCI0. 
上 ， 取 值 子 Co,1] 的 线性 算 子 ， 取 耳 数 sin nt ， 则 


Q 
| 下 s ol 三 姑 ||cos 引 三 殉 一 oo， 


因此 工 是 无 界 算 子 ,从 而 不 是 连续 算 子 . 兹 证 明 了 是 闭 算 子 . 设 zn 
Ci01，zn 一 z，Tzn 人 一世 注意 ，Cin,1] 中 的 收 伍 等 价 于 函数 一 致 
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收 和 化， 对 于 Yite il0,1] ， 由 
oO-zo= 上/ ds 
令 mmeo， 得 | 
xz -zt0) 一 1 ysjds， 
因此 ze Gaifo,ll ， 且 了 rz = 纪 
定理 6.2.8 了 是 闭 算 子 的 充分 必要 条 件 是 Cr 是 闭 集 . 
证 明 必要 性 . 设 rnE PT)，(zoTzn) 一 (9 因为 了 年 闭 算 
子 ，7EDT) 且 y=Tz， 于 是 (oz 妇 = (rzTr)eGr， 故 Cr 是 闭 
集 . 
充分 性 , 设 Gr 是 闭 的 . 车 rn 一 T, Tzn 一 y， 那 么 
(Zn TYa) (ECT ， 
这 表明 zeDP(T), YY = Tzr. 
由 定理 6.2.8 可 知 ， 闭 图 像 定理 还 可 以 叙述 成 ， 在 定理 6.2.6 条 件 
下 , 若 了 是 闭 算 于 , 则 了 是 连续 的 . 因此 定义 域 是 闭 子 空间 的 闭 算 子 
是 连续 算 子 ， 


8386.2.3 ”共鸣 定理 
定理 6.2.9( 共 鸣 定 理 或 一 致 有 界定 理 ) ” 设 XY 是 Banach 空 
闻 ， 全 C 号 ( 习 如果 
SUP | 下 < ee， 将 区 手下， {6.2.51 
TEW 
那么 存在 常数 好 ， 使 得 | 和 闻 YE 开 - 
证 明 对 于 YVze 基 ,定义 


jlzllw = zl 上 + sup lj ， 
TE 人 
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易 证 ，|lw 基 扼 上 的 范 数 , 显然 上 儿 ||w 强 于 赴 外. 楷 证 (ww) 也 
是 Banach 空间 . 设 关 于 范 数 | .|he, {zn} 是 基本 列 ， 即 当 mm 一 ee 
时 ， 
|za 一 了 ma 三 ze 一 zw 十 sup |zn 一 全 za 一. 
了 ET 

于 是 3zE 瑟 ， 使 得 zw。 -zl 一 0. 对 于 Ye>0,3N = we) ， 使 得 
当 mnm > 时 ， 

SuP | 上 za 一 了 rm|| < 三 - 

TE 瑟 


从 而 对 于 YY E 环 , 有 Is 一 Tzrll<se 当中 > 太 时 成 立 ,， 于 是 ， 当 
郊 一 oo 时 有 
za 一 季 lw = 一 弛 | 十 sup |za 一 工 Z| 一 0， 
TE 古 
根据 等 价 范 数 定理 ，|| -lw 与 小 镍 等 价 . 从 而 3 常数 邓 , 使 得 wzE 艾 
有 
sup zz < 并 | 
了 全 厂 
由 此 立即 推 得 | 如 和 达 对, YITE 丈 成 立 ， 
注 1 由 和 定理 6.2.9 本 知 


0 Hi = eo 一 3 zoe 扼 ， 使 得 SR | 7zoll = oo. 

故 该 定理 又 称 为 “共鸣 定理 ”. 又 定理 中 条 售 (6.2.5) 可 改 氢 述 成 ，YYE 
3 >0， 使 得 

上 zz < Ma lz ，YTE 玖 ， 
它 意味 着 算 子 族 化 点 点 有 界 ， 而 定理 结论 则 是 : 存在 与 z 无 关 常 数 ， 
使 得 

rz 和 对 zl， YTE 丈 ， 
它 意 味 着 算 子 族 剑 一 致 有 界 . 因此 本 定理 给 出 的 条 件 , 保证 点 点 有 界 
荀 含 一 致 有 界 ， 故 定理 亦 称 为 “一 致 有 界定 理 ”， 
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注 2 仔细 检查 定理 6.2.9 的 证 明 可 知 ， 定 理 中 空间 了 的 所 设 条 
件 可 以 减弱 为 线性 赋 范 空间 . 


推论 6.2,10 设 天 是 Banach 空间 ，4CX* ， 则 4 是 有 界 集 的 
充分 必要 条 件 是 ， 对 于 Yzr eE X， | < oo ， 


证 明 因为 拓 "= 呈 (全 ,区 , 故 定理 成 立 ， 


定理 6.2,41 (Bamnach-Steinhaus 定理 ) 设 XIY 是 Banach 窗 
间 ， 对 是 天 的 稠密 子 集 ;， 设 科 , 了 E BOCTY) (= 2 出 四 
强 收敛 于 了 的 充分 必要 条 件 是 

(1) 15 有 检 ; 

(2 lim Thz=Tz，Yzei. 

证 明 必要 性 . 若 富 一 则 Yze 基 有 Taz 一 Tz， 它 已 理 含 
结论 (2j. 并 且 对 于 环 = {Tn} ,条件 (6.2.5) 成 立 , 几 共 鸣 定理 得 结论 
(1 

充分 性 . 记 Yn E NW，ll < ec， 任意 取 定 一 个 z < 天 ， 对 于 
Yea>n0,， 取 yeM， 使 得 

号 -中 < 天 了 
又 3 = Ne) ， 便 得 当 m > N 时 ， 
lz -To < 了. 
于 是 当 m > 六 时 ， 
zz 一 Tzl< zaz 一 gl+ 一 + 一 sl 


E 
和 < 要 一 丰 十 于 二 入 一 下 << 


注 3 定理 6.2.11 中 关于 空间 的 所 设 条 件 下 以 城 弱 为 线性 赋 范 
空间 . 
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46.2.4 应 用 
定理 86.2.12 (Lax-Miligrain 定理 ) 设 xfz, 凡 是 Hiibert 空间 五 
上 的 一 个 共 柜 双 线 性 形式 ， 满 足 : 
(人 3ce>g, 使 得 wz 妇科 cllzl ge 提 YYz ye 豆 ; 
(2) 36 > 0, 使 得 |ufz, mo 上 | 人 要，Yzrze 瑟 ， 
那么 必 存 在 唯一 的 有 连续 道 的 有 界线 性 算 子 4 < 呈 ( 互 ) ， 满 足 
(和 ,他 一 {z 人， 部 zeE 石 ， (6.2.6) 
4 中 <， (6.2.7) 


证 明 恢 定 理 5.3.9 ， 存 在 唯一 的 算 子 4 e 号 ( 吾 ), 使 得 Wz,1) = 
(>, 4 yz YE 百 . 只 要 证 明 4 是 一 一 满 的 ， 则 由 Banaceh 道 算 子 定 
理 知 ， 4-!+ E 3( 吾 ). 而 由 

站 人 41 要 区 (1 4 人 关 必 4 下 14 了 |， 
邵 得 54-Izl| 六 Hz ，Yze 天 ， 故 1471 和 176 成立 ， 

兹 证 ker4 = 10}. 车 yeEker4， 则 

ua 人 (z 臣 一 (7,40=0， Y2EE 
取 z=3y， 由 假设 条 件 {2), 有 
5 lg 具 芭 Ia,3= 0 





即 得 y = 0. 
再 证 4 是 满 射 , 若 yE BR4)iL+ ， 则 Yze 卫 ， 
芋 人 = (47) 一 0， 
特别 到 > = 岂 由 条 件 (2 ， 即 得 = 0 ， 因 而 R(4) 是 百 的 称 集 . 
YzrE 百 ，3ome 旦 人 = 二 2 使 得 


lim .vpn 二 呈 . 
天 下 5 
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内 条件 (2) ， ynipE N, 有 
lo -om 已 < alontp 一 wentp 一 on 
= |(un+p 一 un 4(onrp 一 pm]| 
< lontp -mm 人 usrs -ho 
即 得 
los 一 ol < zl4ontp -henll 一 0 
从 而 fus} 是 基本 列 ， 因 此 3 ur e 百 ， 使 得 如 -w* ， 再 由 用 的 连续 
性 ,得 4 =， 故 忆 (4) = 五 . 


习 题 


1, 设 关 是 Banach 空间 ， ao 是 天 的 闭 子 空间 ， 又 定义 映射 
天 /No 为 多 zzb 加 ，YzeX ,其 中 国 表 示 含 = 的 商 类 . 
证 明 少 是 开 了 映射 . 

2. 设 生 了 是 Hanach 空间 ， 7 E BfX YY 设 方程 Vz =Y 对 每 
一 个 yEY 有 解 z<e 号 ， 并 且 3 和 in >0， 使 得 

|Cz 上 兰 癌 lz YYE 扣 ， 
证 明 尽 有 连续 邀 5 : ， 并 且 1 由 < lm 
3. 设 克 是 Hiibhert 空间 ， 4EB(), 并 且 3m >0， 使 得 
Ho 宇 到 YeE 瑟 - 
证 明 34-1 6 号 ( 瑟 )， 

4, 设 X,Y 是 线性 虚 范 空间 ， 儿 是 左 的 线性 子 空间 ， 4 :一 了 
是 线性 上 映射， 证明 

() 如 果 4 连续， 了 是 闭 集 ， 则 4 是 闭 算 子 ; 

他 如 果 4 连续 旦 是 闵 算 子 ， 则 了 完备 理会 了 财 ; 





298 ”第 六 章 Banach 空间 


(3}) 如 果 4 是 一 一 的 闭 算 子 ， 则 4-: 也 是 闭 算 子 ; 

(4) 如 果 X 完备 ，4 是 一 一 的 闭 算 子 ， 号 4) 在 了 中 釉 密 ， 并 
旦 4-: 连续 ， 那 么 BC4) = 苹 . 

5、Banach 空 旬 中 的 一 个 子 集 3 称 为 能 有 界 的 , 若 YXE ， 有 
subflMajl | ze 8] < oo 证明 9 是 有 界 的 充分 必要 条 件 为 ， 8 是 弱 
有 界 的 ， 即 sup{llzll | zx E 3 < oo， 

和 . 设 二 ,是 Banach 空间 ， .4 C 呈 ( 慎 , 下 ). 苦 吕 人 天 ET ， 
有 

supf 13(Tz 1 了 TEA4T< ec， 


证 明 .4 在 嫩 IX,F) 中 有 界 ， 

7. 设 天 7Y 是 Banarh 空间 ，7 Th EBRT = 一 2 车 
全 了 证明 节 7a 从 是 有 界 数列 ， 

+8. 用 等 价 范 数 定理 证 明 (Cf0,1], 上 由 ) 不 是 Banach 空间 ， 其 中 


lih = 了 Hblat Yecto1 


*9.Gelfand 引 理 ， 设 革 是 Banach 空间 ， 泛 画 P: 丘 一 呈 : 满足 

(人 BE 人 0， 了 工 E 人 有 

(2) (AZ 一 AP(E]J)， 本 入 > 四 时 生生 

(3) P(zl 十 232) 之 pzi) 十 办 To) 了 TU Z2 三 居 ; 

(4 当 zn 一 工时 ， Jim P(Zn)  B(2 
证 明 ， 习 订 >0， 使 得 pz < M zl ， YzE 共 ， 

10. 用 Gelfand 引 理 证 明 共 哆 定理 ， 

11. 设 对 是 Banach 空间 天 的 闭 子 空间 ，1 > s > 0. 证 明 : 存在 
gz EX ， 满 足 条 件 Yy ez, lz+ 名 站 一 强 lz 此 时 称 = 是 = 正 交 
于 好 ， 
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*12. 没 碟 ,站 是 Banach 室 间 ，4 e 6,7) 是 满 射 , 证 明 : 如 果 在 节 
中 入 一 旭 , 则 3c>0 与 rn 一 22, 使 得 4zn = 加 ， 且 al ca 
13. 设 4<B(EFH DECEE) 若 Rd4CRG) 证 明 4E 
C( 瑟 ,五 )， 
“14. 设 4 e BY),RBC4) 是 闭 子 空间 ， 且 dim 8(4) = co. 证 明 
人 4 下 CC 了) 
15. 设 蕊 站 是 Banach 空间 ， 又 设 了 是 沽 到 了 的 闭 线性 算 子 ， 
DIE C 和, BT CY. 证 明 
() ker 人 是 X 的 闭 线性 子 空间 ; 
[2) ker 研 = {0} 且 RT) 是 了 中 闲 集 的 充分 必要 条 件 是 ， 3a > 
0 ,使 得 
人 zl sa lzl，YzeDTDPODi 


(3) ER(T) 是 了 中 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 ，3a>0， 
dz ker 科 区 az YE 

其 中 dz,C) 表示 到 X 的 子 集 C 的 距离 . 

16. 设 aftzr, 娘 是 Hilbert 空间 互 上 的 一 个 共和 双 线性 形式 ， 满 足 

(1 3 刘 >0， 使 得 Jalz 功 | 和 型 让 zw 

人 2) 35>0， 使 得 of, 切 | 衬 6 1z 代 。 
证 明 ，vYF e 吾 *, 存在 唯一 的 元 素 9 E 吾 ， 使 得 

afT,3 门 二 FIz)，YTE 卫 ， 

而 且 # 连续 依赖 于 上 

17. 设 蕊 了 是 Banach 空间 ， 4 后 归于 人) (一 二 2 小- 及 对 
yzeX ，{f4nzl 在 了 中 收 敏 . 证 明 ，34e B(XY) ， 使 得 4。 强 
收 笋 到 4 ， 持 14< lmll4n|， 

18. 设 1<p<oo 且 1p+1g = 1 如 果 序 列 {ar} ， 使 得 
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Yz= fk EB, 保 证 并 aktk 收 伍 ,证 明 ta E 如 又 兰 
了 :了 ery >》 aktk， 
证 明 作为 如 上 的 线性 证 冰 ， 有 
Il = (mw ) 
19. 设 瑟 是 Banach 空间 ， 召 是 和 到 自身 的 线性 算 子 ， 王 = 五 ， 
且 且 (IT) 和 ker 互 是 闭 集 .证明 豆 是 连续 的 . 
20. 设 1 和 PS<Seoo ，(oay) 是 一 个 矩阵 . 若 Y7EP， 
(4 月 个 = >， asz 有 
定义 了 媚 中 的 47 ， 证明 4<E 8 
21, 设 (X,9,m) 是 有 限 测度 空间 ，1 <p < co. 设 
天 :在 X 丰 一 下 
是 旭 x 昱 可 测 画 数 . 若 Y7E TO, 有 xf]FJE 姜 (站 :在 4ae. 的 
x 上 成 立 ， 并 且 
RH 四 = 人 egy0dnt 


定义 了 EP(i 中 的 六 ， 证 明天 是 Zn 上 的 有 界线 性 算 子 . 

22， (Hellerger-Toeplitz 命题 ) 设 4 是 Hilbert 空间 互 到 自身 的 线 
性 算 子 . 若 (z, 4 臣 = (4z, 人 ]，YzE 五 ,证 明 4 是 有 界 的 . 

23. 设 妃 是 可 分 的 Hilbhert 空间 ， {fzn} 扎 ; 是 标准 正 交 基 , 令 
{yn} C 五 . 证 明 以 下 命 古 等 价 : 

(1 【za 一 人, 一 oo，YEEE; 

G) il 人 有 界 且 Ym = 王 2 lan (zmygn) 三 

24. 设 是 IHiiber 空间 ， 财 是 一 个 闭 闻 空间 . 阁 

和 :百人 一 百 7M，3zm []， 

则 rr 在 对 + 上 的 限制 是 MT- 到 总 /1 的 同 构 . 
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86.3 Banach 空间 上 的 连续 线性 泛 函 


86.3.1 ”连续 线性 泛 函 的 存在 性 


设 碟 是 线性 赋 范 空间 ， 全 是 所 到 实数 (或 复数 ) 域 监 的 线性 算 
子 ， 则 开 称 为 三 上 实 (或 复 ) 证 范本 节 将 要 证 明 线性 赋 范 空间 元 上 
总 存在 非 零 的 连续 线性 活 函 ， 由 于 开 是 一 个 Banach 空间 ， 根 据 定 理 
6.1.12 ,全体 X 上 的 连续 线性 泛 函 如 (和 ,区 ) = 于 * 构成 一 个 Banach 空 
间 ， 注 意 ， 连 续 线 性 斌 函 就 是 有 界线 性 泛 函 下面 先 讨论 实 的 有 罚 线 
性 认 函 ， 然 后 再 讨论 复 的 有 界线 性 泛 函 ， 
定理 6.38.1(Hahn-Banach 定理 ) 设 夸 是 实 线性 赋 范 空间 ， Xo 
是 发 的 线性 子 空间 若 为 是 定义 在 Xo 上 实 的 有 界线 性 泛 函 ， 则 太 
可 以 延 拓 到 整个 空间 夸 上 旦 保持 范 数 不 变 ， 就 是 说 ， 碟 上 存在 有 界 
线性 实证 范 了 满足 : 
人 Flz) = 而 (z)，Yz exXo ( 延 拓 条 件 ); 
人 fl = llo ( 保 范 条 件 ) ， 
其 中 lllo 表示 万 在 Xo 上 的 范 数 ， 
证 明 任 取 %WeXAXo 记 和 ={z+aslzEXoeE 了 IT 首 
先 将 页 延 拓 成 X 上 的 线性 实 论 函 访 : 
太 ( 人 十 ago) = 页 (zz 十 ao 方 (go)，YzEXo ae 了 ， (6.3.1) 
可 厚 只 要 确定 由 (wo) 的 值 . 由 保 范 条 件 得 ，YTE Yo， aeE BR 
| 站 人 十 ago 委 上 le 二 ago 和 二 |Pllo lz + asoll 《6.3.2) 
取 a=1lYyexXe ,有 


一 | 忘 le lg 十 囊 芝 真人 上 + 鸭 科 | 昭王 加 |， (6.3.3) 
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取 ma=-1 wzgeXg， 有 
一 | 遍 jle ll 一 中 冬 记 (一 加 十 弘 夺 | 让 和 lo -对 (6.3.4) 
面 不 等 式 (6.3.3) 和 (6.3.4) 等 价 于 下 列 不 等 式 ， Y 久 >E Za 
页 ( 引 一 | 站 le le 一齐 科 让 介 中 芝 一 所 (的 十 | 用 lso 十 证 06.3.5) 
为 了 能 取 到 适 全 不等式 (6.3.5) 的 户 (io)} 必须 旧 仅 须 
人 一 站 Flo la 一 z 人 系 机 十 |elo Ho 十 个.3.6) 
然而 上 式 是 可 以 保证 成 立 的 ， 这 是 因为 ， Y&, z EXo, 有 
轴 ( 的 十 而 ( 直 二 而 作 十 区 芝 几 有 要 上 + 如 
乞 |Rl 个 十 如 | 起 ls 一 让 
所 以 V9,， ze Xo ， 有 
真 ( 裤 一 | 大 la 一 让 芝 一 丙 ( 罗 十 下 jl lo 十 证， 63 六 
显然 关系 式 (6.3.7) 草 依 了 关系 式 (6.3.6)， 于 是 任意 取 定 户 (zo) 为 不 
等 式 (6.3.6) 两 端的 中 间 值 ， 就 能 由 (6.3.0 式 定 义 嫩 上 的 线性 证 函 
方 ， 它 是 灰 的 丐 折 ， 现 在 需要 证 明 | 户 | = ||7l. 
首先 ，|| 六 上 > 各 le 显然 成 立 , 根据 户 (w) 的 选择 , 不 等 式 (6.3.5) 
成 立 ， 故 不 等 式 (6.3.3) 与 (6.3.4) 成 立 , 当 a > 0 ,由 不等式 (6.3.3) ， 


及 了 /ea 亿 有 0， 有 
六 (三 + 


蔷 g| 矶 | 


| 瑟 人 +agal = 




















企 
二 十 知 | = j 癌 lo 由 + agel| 


当 a<0 ， 由 不 等 式 (6.3.4 同 理 可 得 j 户 (* + ao) < jalollz 十 asoll， 
于 是 | 六 上 < | 矶 lo ， 故 得 1 = ll- 

其 次 ,由 于 (6.3.6) 式 两 端 未 必 相 等 ， 其 中 间 值 户 (mo) 取 法 一 般 不 
办 一 ， 因 此 这 种 延 拓 一 般 也 不 唯一 匀 下 问题 是 怎样 把 访 延 拓 到 整个 
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上去 . 这 需要 用 Zorn 引 理 .为 此 年 义 


大 旦 ie 用 天 是 实 线性 子 空 间 ，Xe CA 蕊 世 ， 
1Uzs = Rio, 且 当 zeE 2 时 ,FIz) = 人) 


(6.3.8) 


在 丰 中 引入 序 关 系 ; 《, 态 ) < (2 如, 户 ) 是 指 8 C 如， 并 且 当 
ze 和 0 时 户 (z) = 户 (n), 于 是 让 为 半 序 集 , 若 3 是 和 中 任意 一 个 全 
序 子 集 ， 考 虑 集合 

Xs 型 ULXeTGCe :DeS]， 
并 且 当 ze XA,(CKe :站 ES 时 , 令 六 (z) = flz) 由 于 3 是 全 序 子 
集 ， 容 易 证 明 ， Xs 5 Xo, js 在 Xs 上 唯一 确定 ， 满 足 fs|l| = jllo. 
于 是 (sse 和， 并 且 是 3 的 一 个 上 界 . 由 Zorn 引 理 ， 志 本 身 存 
在 极 大 元 ， 不 妨 设 为 (XA, 久 ). 

花 证 明 XA = 苇 . 用 反 证 法 . 倘若 不 然 ， 那么 根据 第 一 段 的 证 明 ， 

可 以 构 得 

(各 六) E 大 ， 使 得 A EX 


从 而 {， 太 ) 兰 ( 卫 ， 太 ). 这 与 (及 ) 的 极 大 性 矛盾 . 因此 古 、= 大. 
于 是 所 求 的 泛 函 扩 可 取 为 凡 即 可 . 


定理 6.3.2 设 X 是 复线 性 赋 范 空间 ，Xo 是 蒜 的 线性 子 空 间 ， 
若 而 是 癌 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 那 么 万 可 以 延 拓 到 整个 空间 元 上 上 且 
保持 范 数 不 变 ， 就 是 说 ， 碟 上 存在 有 界线 性 泛 冰 了 满足 

0 Flz) = 所 (z)，YzeXo( 延 拓 条 件 ) ; 

(人 1 = 1 和 lo ( 保 范 条 件 )， 
其 中 lzllo 是 为 在 2 上 的 范 数 . 





304 第 六 章 Banach 室 间 


证 明 将 蒜 看 成 实 线性 空间 ， 相 应 好 将 Xo 看 成 实 线性 子 空间 ， 
念 
gofz) = Re 而 (z)， YE XX0. 
由 于 |Rejotzjl Elzjl ， 故 1Re 抽 lo lfollo. 由 于 而 是 复线 性 的 ， 
ttz) = -Im 为 (z. 由 定理 6.3.1 ， 存 在 忆 上 的 实 线性 泛 画 9 ， 使 得 
好 ) 三 (2 了 天 0 (6.3.9) 
1 三 人 ello， 全 .3.10) 
现在 令 flz] = gz) - igfiz], Yz 乓 .由 等 式 (6.3.9), 对 于 Yzr EXo， 
F(z] = go 他 ) 一 iofiz) 
= Re 加 oa(z) + im 大 (z) = 态 (z) . 
又 昂 业 人 大 ， 
7Gr) = 史 这 ) 一 迎 ( 一 ) 
= 这 gz) 一 这 GD) 一 iT(z)， 
从 而 7 是 复 齐 次 的 ， 剩 下 需 证 明 和 上 保 范 条 件 成 立 ， 显 然 fl| > 
elle ， 只 要 证 明 | 和 由 mllo. 当 六 关 0 时， 记 = argfz) ， 那 么 
依 关系 式 (6.3.9) ，YzE 天 ,有 
HI=e Fo = Fe 
=g(e -zj<jglile 一 zl Ellaolle lz 
其 中 第 三 个 等 号 成 立 是 因为 正 数 fle-iez) = |f(z]| 的 虚 部 为 零 ， 所 以 
1 第 j- 
推论 6.3.3 设 王 是 线性 赋 范 空间 ， 对 于 任意 的 非 零 zo E 拓 , 必 
存在 f e X*， 满足 
IIL= 1 天 zo) = 外 zol. (6.3.1i 
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证 明 ”考虑 一 锥 线性 子 空间 Za = 1zro 1 和 AEf]. 并 在 Xo 上 定义 
线性 弃 函 方 如 下 ， 
护 (Azo)] = 和] zol| ， 


那么 向 (zo)] = jlzoll ,并 且 ljoll = 1. 依 定 理 6.3.2 可 扩张 矶 到 整个 空 
间 夸 上 而 使 其 范 数 不 变 ， 于 是 得 到 一 个 有 界线 性 证 函 了 具有 (6.3.11) 
式 所 列 性 质 . 


推论 6.3.4 线性 卫 范 空间 X 上 有 足够 多 的 连续 线性 证 函 . 

证 明 设 Yzi， za 皇 已 11 天 za ， 记 xzro=3l 一 7 于 是 37 < 
导 *， | 用 =1,， 且 ao)= jcol 天 坟 因而 zi) 天 Fiza)， 故 了 可 分 
办 zl ，z2. 


推论 6.3.5 设 蒜 是 线性 贼 范 空间 ， YE 天, 风 
zil = sup{ fc FE SELL}， 《6.3.12) 

且 上 确 界 能 达到 . 

证 明 记 a = supl fc E IIS< 1L]} 于 是 当 了 
买 *， | 和 入 主 时 ， | 让 es lz 国 此 < le 由 礁 论 63.3 
可 知 ， 3 c X， 满足 | = 1 Faz) = Ie 卜 这 说 明 lz 和, 故 
zl 三 = 天 o) 

推论 6.5.6 设 忒 是 线性 赋 范 空间 ，zroE 瑟 . 则 zo =0 的 充分 必 
要 乏 件 是 ，Y 了 E 丘 FUzo) =0. 


定理 6.3.7 设 X 是 线性 赋 范 空间 ， 对 是 苞 的 线性 子 空间 . 着 
z0E af, 且 
人 2 王 pfzoM)>0， (6.3.13) 
则 必 存 在 了 E 三" 适合 下 列 条 件 : 
() flzj=0，vYzeMi 
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(Frzoj 一 三; 
(3) 1 咱 = 1 
证 明 考虑 2z={fz=gy+axrolaeaAEKT ， 在 o 上 定义 
线性 证 函 
态 亿 十 Aco) 一 AGE 16.3.14) 
显然 ， 方 适合 条 件 (1)， (2). 器 
| 十 Azoj =| 刘 台 = Ptzo ad 
al 
= | 十 Xroll， 
甘 此 | 不 1. 依 Hahn-Banach 定理 (定理 6.3.2) ， 将 保 范 延 拓 为 
7E*， 便 有 了 满足 茶 件 (11，(2) 及 | < 1 
兹 证 || /> 1. 按 下 确 界定 尽 ， 3 rnE 对 ， 司 得 
plzoM) splzovznj<plooaO+T 
锋 此 
| FUzojl = [ffzo -zol 基 |HLliza 一 2 上 
< 0O+-) ， 
令 m 全 oo ， 由 于 Fazo=a， 即 得 | > 证 毕 . 
由 定理 可 知 , 若 3 是 工 的 一 个 子 集 ，zo 和 关 0， 则 ro Elinspan2 
当 旦 仅 当 YFeXr* ， 只 要 9CYker， 就 有 xzoEker 


836.3.2 ” 共 倒 空间 以 及 它 的 表示 


定义 6.3.8 设 扎 是 一 个 线性 赋 范 空间 ， 蕊 上 所 有 连续 线性 证 
一 全 体 在 范 数 
上 = sup{f lze 开 zl=1)} 【6.3.15) 
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下 构成 一 个 Banach 空间 ， 称 为 X 的 共 罗 空 间 . 
例 1 FIo,1 的 共 驾 空间 (L <p < oo), 设 4 是 了 的 共 县 数 ， 即 

十 工 二 工 ， 了 六 工 ， 
PP 9 (6.3.16) 
好 一 Co， 五 一 工 ， 

对 平 竺 在 芷 互 3?[0， ]] ， 根据 开车 tiqeT 不 等 式 ， 若 六 > 工 ， 有 

1 1 问 1 
/resetz|s ( 1/ Ha)Pdz】 1/ epdz】 
车 关 =1, 有 ， 
/roejdz 





1 
< esssup lgfzjl 1 aldz。 





令 
ED= 1/ lzjgtzjdz，YFe 0 (6.3.19 


于 是 丽 E(Eefo,H)* ， 并 且 
| 和 Elo 了 。 让 ao] (6.3.18) 
即 轴 射 9 一 互 是 将 efo,i] 连续 地 媒人 了 [0, 训 
由 关系 式 (4.1.11) 和 (4.1.12) 知 ，5 rm 丽 是 等 距 的 ， 于 是 关系 式 
[6.3.18) 实际 上 是 等 式 ， 事 实 上 ， 还 可 证 明 映 射 9 一 丁 是 满 的 . 即 对 
于 给 定 的 王 e Zezf0, 革 ,了 g E Zefo, 引 ,使 得 


F(D) = 1/ Jajgtzjdz， 
并 且 
中 8 三 | 到 | ， 


对 此 证 明 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 张 恭 庆 . 林产 渠 编著 的 《证 函 分 析 讲 
多 罗 工 册 第 128 页 .于 是 
Frfo, 1 兰 sfo,1]. (6.3.19) 
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更 一 般 地 ， 当 ( 蕊 ,9 和 是 > 有 限 测度 空间 时 ， 
PS 关 TEXT1<p<oo， (6.3.20) 
例 2 _C200,1 共 斩 空 间 的 表示 ， 设 


By[0.]] = | 9 四 一 Cg=0 vte( 
9 时 一 gt 十 0 Varfg < oo 





| ， (6.3.21) 


其 中 Varlg) = sm 习 jg(bia 一 9]| 称 为 函数 9 的 变 差 ， 这 里 的 上 确 
界 是 对 所 有 的 lo] 分割 
轴 :0D 王 相 过 和 区 起 挟 : 乓 二 二 1 


来 取 的 ， Byfo,1 中 函数 9 称 为 有 界 变 差 郴 数 ,在 BYVYi0,3 上 赋 以 范 
数 
lsllv = Var(9) ， (6.3.22) 


那么 BYIo,1] 是 一 个 Banach 空间 ， 
对 于 Yp E BY[0,1], 令 
1 
书 ( 廊 = 1/ Hbdgtb) (6.3.23) 
俐 
上 起 右边 积分 称 为 斯 莫 尔 切 斯 {Stieltjes) 积分 , 则 书 E Clo,1j* ,并 且 
1L 
ml < 1/ idg(0| = Var(g) . 
中 击 射 9 一 囊 将 BYV(0,1 连续 地 册 入 CC, 下 . 
可 以 证 明 ， 9 必 所 是 等 距 满 映射 ， 也 就 是 说 ， 对 任意 的 严 < 
cf0, 坟 ， 必 3 e Byfo,1 ， 使 得 
1 
F(P) = 1/ Flbde 罗 ，vYye cio,]， 
如 


并 且 
= le ， 
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对 此 证 明 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 张 恭 庆 、 林 源 渠 编著 的 《 泛 函 分 析 讲 
义 罗 二 册 第 130 页 . 于 中 
CI0,* 兰 Brm,]]. (6.3.24] 
更 一 般 地 ,， 设 开 是 -个 再 ausdorf 紧 空 间 ， 则 空间 CCC) 在 极 大 范 数 
上 7 = ma 人 | 下 是 Banach 空间 ， 见 .1 例 2. 考 请 其 共 斩 空 间 ， 
即 由 有 界线 性 泛 函 全 体 组 成 的 空间 CUMz)”, 有 如 下 Riesz 表示 定理 . 
定理 6.3.9 设 型 是 一 个 Hausdnorf 紧 空 间 ， 则 对 陡 空 间 C( 好 和 
中 的 任何 - -个 泡 素 上， 有 唯一 的 复 值 Baire 测度 与 之 对 应 ， 即 存在 邮 
上 完全 可 加 的 集 晒 数 & ， 适 合 Il < eco, 满足 
(内 一 人 gtmjdutm， YoE CU (6.3.23) 








| 和 = |， 16.3.26]) 
其 中 Il = sab| 半 ap)| 这 里 的 上 确 界 的 选取 范围 是 对 所 有 好 的 
有 限 分 制 M = U AM， {a4] 是 M 的 皇 不 相交 的 Borel 可 测 子 集 ， 以 
及 任意 的 se 改 ， 满 足 条 件 lou| < 1 
定义 6.3.10 设 是 线性 赋 范 空间 ， * 的 共 辑 空间 称 为 蕊 的 
第 二 共生 空 间 ， 记 作 天 ，*， 


当 六 E 区 * 时， 有 时 也 记 Fe) = (六 人 牙 , 以 突 册 了 与 二 地 位 的 对 称 
性 ，YzE， 可 以 定 习 











本 ( 门 = 人 他 ， YE [6.3.27) 
易 证 囊 还 是 邯 * 工 的 一 个 线性 泛 函 .， 册 推 论 6.3.5 知 ， 
上 及 1 = supf (天 雪上 EX ilS1) =1zl， (6.3.29) 


称 上 映 射 了 :2 Fr 为 自然 映射 ， (6.3.28) 式 表明 了 是 所 到 ” 的 连 
续 等 距 嵌 入 于 是 有 下 述 定理 . 
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定理 6.3.11 线性 右 范 空间 羡 与 它 的 第 二 共 斩 空 间 大 ”的 一 个 
子 空 间 等 虑 同 椅 ， 


以 后 ， 对 了 与 囊 不 加 区 别 ， 简 单 写 不 瑟 CC 磋 季 . 


定义 6.3.12 ”如 果 厌 到 症 的 自然 映射 > 是 满 射 的 ， 则 称 三 
是 自 反 空间 ， 记 作 扰 = 时 和 

显 姓 自 反 空 间 必 是 Bamach 空间 ， 但 反之 列 不 然 . 

由 前 面 的 具 体 函数 空间 葛 巷 空间 的 例子 可 见 : 当 工 < 了 了 芭 pe 
时 ,空间 (于 有 :有 是 朋友 的 ; 但 是 当 p=1 或 ee 时 , 不 是 自 反 的 ， 
ED,A) 的 共 辑 空间 是 52 (0 由 ， 而 22( 人 风 且 的 共 氏 空 间 
比 二 0, 有 大 得 多 ， 


$6.3.3 ” 巷 算 子 


具 思 算 子 是 有 穷 维 空间 中 转 置 矩阵 概念 的 推广 一 个 呈 x 织 证 阵 
4 = (av) 可 以 看 成 长” 一 区 " 上 上 的 线性 算 子 ， 其 转 置 拖 阵 为 下 xm 和 矩 
阵 4* = (zi) 是 区 " 一 到” 上 的 线性 算 子 ， 它 们 满足 

{.4z 纺 Ka 二 (7 人 4 2 区 m > 

本 HE 了 IE 下 开 . 

定义 6.3,18 设 XY 是 线性 赋 范 空间 ， 工 < 中 ( 工 站 则 线性 算 
子 T :YY 一 和 称 为 了 的 此 恩 算 子 是 指 ，Y 了 E 和 YE 三， 

TFT) 一 寺 ) {6.3.29) 


对 YTE BfX YY T* 是 唯一 存在 的 ， 并 且 了 T E BF "工事 实 
上 ，YrFrEr， 今 
92 一 (ZJ ， 疼 E 攻 . 
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则 9E 瑟 ,用 1 人 < 1 对 应 了 9 是 线性 映射 的 , 它 正 是 科 ， 
按 定 义 了 了 二 9 ， 有 

上天 =esIEIT 
因此 | 省 < IT BO) 事实 上 ， 还 有 1 = 1 ， 这 
就 是 下 面 的 定理 . 


定理 6.3.14 映射 *: 工 -7* 是 BEY) 到 呈 7* ,天 9 的 等 距 同 
构 . 
证 明 映射 * 显然 是 线性 的 ， 由 推论 6.3.5 知 ， 
IE= supf elleislbzex】 
= sup sup {fGrzll ze 了 cy 


Ilsi IIS1 


= sup sup { 人 “六 (z 川 E 了 Et 
| 上 /入 1 lz 人 1 


一 enB， | 上" 川 三 二 |， 


例 3 邻 开 =1=Y， 了 是 右 平移 算 子 
Trailay ，…) = (0,anyao， (6.3.30) 
则 下 :全 人 是 左 平 移 算 子 
(和 【6.3.31) 
此 时 1 下 = 必 =1， 
例 4 设 吾 是 有" 上 可 测 集 ， 挟 (z 切 是 吾 x 旦 上 二 元 平方 可 积 
细 数 .定义 算 子 
了 :Er tfz) 一 /Keyeanaw 平公 和 了 2 下 《6.3.32) 
则 了 E BC2(B)) ， 并 县 它 的 共 生 算 子 
(TDjfz)] 一 上 天 (aofydyg，Yue 了 2 瑟 ) (6.3.33) 


对 于 了 * 还 可 以 考察 它 的 共 辑 算 子 … = 全 ") .根据 定义 了 ”6 
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晤 ( 瑟 因为 下 Cr 和 CCY 光 车 它们 的 自然 映射 分 别 记 为 区 
和 了， 那么 
TD 有 = 人) 
一 (六 Try 一 TVTT FwYPFEFrreEe 
有 而 有 TBEFz=YyYTrz， 邑 了 是 工 在 所 上 的 扩张 . 于 是 有 下 述 交 
搞 图 表 ; 


和 -一 一 
1 
让 _s Tyr 一 -TFT7 


以 及 下 述 定 理 . 


定理 6.3.15 设 坪 , 上 是 线性 赋 范 空间 ， 了 E 喇 X 了)， 那 么 
了 E8(T 7) 是 工 在 天 ”上 的 延 折 ， 并 满足 | 了 1 = 中 


习 题 


1. 设 革 是 实 线性 空间 ，p 是 蕊 上 的 一 个 实 值 画 数 ， 大 函 数 了 满 
足 ，vYxr, ayEX, 有 

次 可 加 性 BfzT 认 反 Dz) 十 Bi 

正 齐 次 性 ， PaAz) = Ap(z)， YA> 小 
就 称 ? 是 三 上 的 一 个 次 线性 证 画 ， 证明 

(UP 一 0 

{2) 妃 (一 四 衬 一 DZ ， 

2. 设 X 是 由 实数 列 z = fan}] 全 体 组 成 的 实 线性 空间 ， 其 元 束 间 
相等 及 线性 运算 都 按 坐 标定 义 ， 并 定义 

pfz)] 一 im ar， 六 3 一 fa E 基 ， 
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证 明 p(z) 在 苇 上 的 一 个 次 线性 证 函 . 

"3. 设 世 是 实 线性 空间 ，? 是 蕊 上 次 线性 诈 画 ，2 莒 是 天 的 线性 
子 空间 ， 记 是 上 的 一 个 实 线性 证 本 , 满足 (z]) <Pz) (YE 72). 
证 明 大 上 必 有 一 个 寞 线性 汪 函 让 满足 

(1) Fi 一 矶 (YEEAOi 

人 7 < Hz) 

4. 设 p 是 实 线性 空间 发 上 的 一 个 次 线性 证 画 ，zro E 区 .证明 
在 蕊 上 必 有 实 线 性 证 画 了， 满足 frzoj = pzo) ， 并 且 YzEX ， 有 
F2 < DZ]， 

5. 设 X 嘴 复 线性 空间 ，P 是 无 上 函数 ， 满 足 

B(z) 之 0 
P(Az) 三 |A|P(zZ)， YAECCi (6.3.34) 
BT 十 用 所 DZ) 十 DO 


称 p 是 区 上 的 一 个 半 模 ， 设 如 是 X 的 线性 子 空间 ， 为 是 X%o 上 的 
线性 泛 函 ， 并 且 满 足 |j(zjj < plzj, Yze 和 如. 证 明 在 并 上 必 有 一 个 
线性 泛 函 记 满足 : 

{1) ffzi| 入 P(zj， wz E 斑 ; 

(2 (zi = 页 (z)，YzEXo. 

6. 设 苇 是 复线 性 空间 ， 是 世上 的 半 模 . 对 于 Y zo E 荆 有 
pfzoy 和 关 0 ， 证 明 存 在 蕊 上 的 线性 泛 函 广 满 足 : 

(DGzo) 一 1 (2 lol< zyplzo)，Yzex. 

7， 设 五 是 线性 赋 范 空间 ， z 莒 是 区 的 闭 子 空间 . 证 明 : 对 计 
Yze 三 ,有 

plz,Xoj=supf (zj 7eX II=l fo=0) 
8， 设 三 是 线性 赋 范 空间 .给 定 蕊 中 nm 个 线性 无 关 元 zlyz2， 
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1 与 耻 中 中 个 数 cez von ， 以 及 好 > 0. 证 明 ， 为 了 存在 
卫 下”， 满足 [II<ad ， FFY 门 一 0 了 一 下 2 必须 是 仅 须 对 
YX ne 政 ,有 


和 No < 对 As ， 
5=1 了 一 1 


9 设 zi,za，……，,zn 是 线性 赋 范 空间 三 中 线性 无 关 元 ， 证 明 : 存 

在 方 , 户 …' , 记 EX* ， 使 得 
六 (让 一， 下 人 2 

10. 证 明 jz = 人) 但 (iee 访 天王- 

11. 证 明 例 3 与 例 4 中 的 结论 

12. 证 明 有 限 维 Banach 空间 必 是 自 反 的 ， 

13. 征明 Banach 空间 三 是 自 反 的 必须 且 仅 须 蕊 * 是 自 反 的 

(提示 : 若 瑟 和 关于 则 存在 天 ** 上 的 有 界线 性 证 画 ， 在 区 上 为 
零 .) 

14, 设 天 是 Banach 空间 ， 弄 证 藉 的 财 子 空间 ， 记 

RM =T7ETE Ha=D 

设 ! 是 Aad 上 有 界线 性 浅 国 , 定义 于 们 E 天 如 下 :到 人 (ez) 三 攻 ]) 
证 明 x 是 (AM 到 M+ 的 等 距 间 梅 . 

*15. 令 e 是 全 体 有 极限 lim on 的 实数 列 {fan} ， C 的 子 集 Co 是 
所 有 极 耻 为 零 的 实数 列 的 全 干 . 证 明 : 

fl) c 是 ie 的 闭 子 空间 ， 因 此 是 Banach 空间 ; 

(2 (oo 与 局 等 距 同 构 . 

16. 设 > 1. 证 明 ， 在 [0, 习 有 一 个 测度 & ， 使 得 对 任意 ” 阶 多 
项 式 有 























/人 
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17. 设 和 是 自 反 Banach 空间 , 求证 蕊 的 任意 闭 予 空间 也 是 自 皮 
的 ， 

18. 设 好 是 Banach 空间 已 的 闭 子 空间 ，P :天 一 是 光一 
jz 是 自然 映射 ，i: 对 一 于是 肛 入 轴 射 ， 证明; 存在 等 距 算 子 4， 
使 下 列 图 表 交 换 : 


和 号 》 村 4 


二 | 
六 一 ”有 人 
并 证 明 gd) = (LiL={TAEX TH =01 
19. 设 eEzrf0tiH,p>1. 若 


了 ff(z)gtzjdaz =0，YFECG 0， 


证 明 9 = 三 0, ae ， 

20. Hahn-Banach 定理 几何 形式 . 设 蕊 是 实 Banach 空间 ， 了 了 
且 设 了 非 零 , 对 任意 的 we 了, { zeX | ffz)=a} 称 为 超 平面 ， 它 将 
X 分 成 两 个 半 室 间 { ze 三 1 flz)>a1 与 1zEX11c) <a} 假 
设 坊 是 无 的 单位 球 ，zo e 8681. 了 称 为 与 记 相 切 于 点 mo, 当 旦 仅 
当 wYze 囊 有 Fo< Frol, 此 时 超 平面 {zE1Fz) = fco)} 称 为 
点 zo 处 如 | 的 切 平 面 ， 证 明 在 每 一 点 zo s 9B1 处 都 有 一 个 切 平面 . 

21, 设 好 是 Banach 空间 X 的 线性 子 空间 ， 若 扩 不 是 社 审 的 ， 
证 明 存 在 非 零 了 JE X+* ， 使 得 Fam] =0 Ye 对 . 

22. 证 明 当 M 是 拷 子 空间 时 ， (Mt = 对 

23. 设 X, Y 是 Banach 空间 ， 了 E BY) 又 设 工 1 存在 且 
T-1E Bf) 证 明 : 

(IT 人) 存在， 且 ( 人 1E 呈 有 
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G) (ro = (rr 
24. 设 X 世 也 是 Banach 空间 TeBXY) SeBz. 证 
本 (37 一 37 
25- 设 夺 , 了 是 Banach 空间 ， 了 是 X 到 了 的 线性 算 子 ， 又 设 
YFey'zDmFTr) 是 厌 上 的 线性 有 界 斌 函 .证 明了 是 连续 的 . 
26, 没 三 是 Banach 空间 ， 了 E 召 (于 ). 证 明 : 
Ranf(Ty+ = kerfT RanfTL = ker(T ii RanfT*) = (ker(T))- 


46.4 Banach 空间 的 收 伍 性 和 紧 致 性 


在 有 穷 维 欧 氏 空间 中 ， 任 辣 有 界 点 列 必 有 收 仇 子 列 . 但 在 无 穷 维 
Banach 空间 中 这 一 性 质 不 再 成 立 ， 这 和 是 有 穷 维 Banach 空间 与 无 穷 维 
Banach 室 间 的 根本 区 别 之 一 . 但 是 车 在 无 穷 维 空间 中 引 人 弱 收 敏 与 * 
弱 收 笋 概 念 ， 在 这 种 新 的 收 笋 意义 下 ， 上 述 有 穷 维 空间 中 的 性 质 可 以 
推广 到 无 穷 维 情形 . 


86.4.1 ” 弱 收 敛 与 * 弱 收 敛 


定 必 6.4.1 设 是 一 个 线性 赋 范 空间 ，z gm E 大 ,正三 斌 2 
若 对 于 YexX* 都 有 





im flza) = fn， (6.4 


称 {zn} 绊 收 伍 到 zx ， 记 成 zn 一 zh za 了 或 雪 limzr 三 Y. 这 时 了 
称 作 点 列 {fzn+ 的 弱 极 限 . 


为 区 别 起 见 ， 今后 称 审定 ( 按 范 数 收 就 ) 沟 {zn 强 收 义 到 部 ,下 
称 作 点 列 {za} 的 强 枢 跟 . 


命题 6.4.2 ” 羽 极 限 若 存在 必 崔 一 强 收敛 草 含 弱 收 敛 ， 
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证 明 () 设 zo 一 zzn 一 y， 即 Yeg， 有 
je = lim flz = 用 人， 
磷 Az -好 =0. 根据 Hahn-Banach 定理 的 推论 63.6 知 ， 了 三 3 
(2) 设 rn 一 ， 则 YFEX* 有 
es 一 FoS ie 一 下 人 0 人 一 oo 让 
即 得 lim jz = flz) ， 想 rn 一 了 


注 若 dimX < oo ， 阴 收 敏 与 强 收敛 等 价 . 由 上 述 命题 知 ， 只 要 
证 明 在 dimX < co 条 件 下 ， 弱 收 伍 草 合 强 收 笋 ， 设 elea，… .em 是 
互 的 一 组 基 , 取 广 三 呈 了 = 12 nn ， 使 得 方 (e) = 好， 07 = 
1,2 ,im【《 见 上 一 节 习 题 中 第 9 题 ). 于 是 对 于 任意 元 YE 苇 , 有 


了 二 万 他 )e1 十 户 (Jez 十 十 及 (jem: 





定义 新 范 数 
lz 几 l= 人 六 2 


根据 定理 65.1.6 ， 机 : 必 与 蕊 上原 范 数 等 价 , 今 若 zn 一 工 , 即 YE 部 ， 
有 了 (za 下 了 (z). 从 肌 ,im 万 {zn) 一 方 (zh 了 二 |) 二 成 芯 . 这 
就 说 明 zn 按 其 坐标 收 敏 于 z ， 才 册 z -zl ~ 0. 由 范 数 等 价 性 ， 
za 一 2 全 日 人 全 ooc). 

但 是 当 dimX = se 时 ， 能 收 笋 却 未 必 有 强 收敛 . 


例 1 在 天 [1 中, 设 rn =sinnt， 根据 Riemann-Lebesgue 定 
理 ， 





1 
Co) = 大 7Gannntdm0， 站 EE 开 [0, 引 ， 


即 sn 一 0. 但 la =317V2， 不 可 能 有 zn 一 0， 
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定理 6.4.3 设 X 是 一 个 Banmach 室 间 , 设 zz E 无 mi 
1 2 ， 则 {fzn} 弱 收 伍 到 的 充分 必要 条 件 是 

人 llza 上 有 界 |; 

(人 对 于 * 中 的 一 个 称 密 子 集 对 * 芋 的 一 切 户 都 有 

im Frn) 一 AZ) ， 
证 明 只 须 把 rz 看 成 Banach 空间 和 三 * 上 的 有 界线 性 泛 妆 : 
(zw 有 至 Fan，Y7TEX 

应 用 Banach-Steinbhaus 定理 (定理 6.2.40) ， 即 得 结论 . 


定理 6.4.4 谍 天 是 一 个 Banach 空间 .给 定 fr, Zn E 部 ,中 一 
1,2……, 若 fzn] 弱 收 仇 到 zx ， 邦 么 

tL) {zn} 是 有 界 的 : 

(2 xz 在 由 {znj 生成 的 线性 子 空间 的 闭 包 中 |; 

(3 es lmniaf ||za| 

证 明 () 即 定理 6.43 中 的 (1)， 

(2) 昨 反 证 法 记 M = nspan{zn 若 zE 对, 则 

了 = pz > 0， 

由 定理 6.3.7, 3 了 EX*, 使 得 Fr = 0 ma=12…，jz)= 凡 因为 
2zn 一 了 flz) =1limn7zno) = 这 与 避 >0 盾 ， 

(3 YE ,有 

慌 2 了 用 三 | 下 四 = lm <aimlNlzall = aaallznll: 
由 推论 6.3.5 ， 即 得 |z| < lm lsa|. 

注 定理 6.4.3 与 定理 6.4.4 中 空间 于 的 假设 条 件 可 以 减弱 成 线 
性 赋 范 空间 ， 

于 * 是 一 个 Banach 空间 ， 在 导 * 上 自然 也 有 了 两 种 收 伍 性 : 强 收 入 
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与 弱 了 政和 伍 . 所 谓 生 " 上 的 弱 孜 和 伍 广 全 了， 是 指 ， 对 于 立 z 全 ， 
都 有 

2 (万 ) 一 2 ( 门 . 
在 天 与 车 "的 配对 运算 万 xx 大” 一 区， (月 号 z) = ( 访 2 中 可 
将 z* 看 作 空 间 邢 * 上 的 线性 泛 熙 ， 即 zE 7 , 故 互 可 以 骨 入 到 三 ”， 
由 推论 6.3.5 可 千 这 个 麒 入 是 等 距 的 . 于 是 在 辣 * 上 还 可 引入 比 弱 收 和 伍 
更 弱 的 一 种 收 伍 性 . 


定义 6.4.5 设 X 是 线性 戌 范 空 间 ， 帮 所 E 全 m 三 1 2 若 
对 每 一 个 z< 王 ， 都 有 lm 户 (2) = /rz) ， 则 称 { 久 ] 弱 * 收 伍 到 了 


记 作 mlim 扩 = 了 或 户 呈 所 这 时 了 称 为 点 列 { 记 } 的 弱 * 极限 . 


根据 定义 可 知 X* 上 的 弱 收 敏 昔 含 弱 * 收 伍 ,而 且 当 三 是 一 个 由 
反 Banach 空间 时 ， 暗 * 收敛 与 能 收 伍 等 价 . 

定理 6.4.6 设 夺 是 一 个 Banach 空间 ; 又 设 六 户 < 着 一 
12,.… 则 im 疡 = 必要 充分 条 件 是 : 

f) | 六 上 有 界 ; 

(2) 对 蕊 的 一 个 稠密 子 集 凡 ， 有 

Jim An(z) = 斤 z) ， YY 人 人间. 
让 了 接应 用 定理 6.2.41 于 一 政情 形 即 得 . 


定理 6.4.7 设 苞 是 一 个 Banach 空间 ， 则 蕊 的 单位 团 球 是 弱 闭 
的 . 

证 明 设 rn -zolznls1. 由 推论 6.3.3 知 ，3feX* ， 满 足 
Flzo) = zol， 且 站 = 1 于 是 


zell = 站 zj = lim jn) 立 儿 limsupllsal < 和 1 


许 一 + CO 人 
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因此 zi 也 在 单位 闭 球 中 ， 


定理 6.4.8 设 式 是 Banach 空间 ， 则 X* 的 单位 闭 球 是 弱 * 闭 
的 . 
证 明 设 刀 万 EX 友 区 计 而 县 | 由 和 1 于 是 对 于 Ye XXX， 
站 
HG= 了 (< | msaplfoil jz， 


套 上 外 和 二 定理 得 证 . 


86.4.2 ” 鹃 列 紧 性 与 弱 * 列 紧 性 

引进 弱 收 委 性 以 及 弱 * 收 分 性 的 目的 之 一 是 可 以 从 有 界 性 导出 某 
种 紧 性 . 

定义 6.4.9 说 4 是 线性 感 范 空间 三 的 子 集 ， 若 4 中 任意 点 列 
有 一 个 弱 收 和 伍 子 列 ， 则 称 4 是 弱 列 紧 的 . 设 互 二 开 " ,者 号 中 任意 点 
列 有 一 个 弱 * 收 和 伍 子 列 ， 则 称 已 是 弱 * 列 紧 的 ， 


定理 6.4.10 若 X 是 可 分 线性 赋 范 空间 ， 那 么 X* 中 任意 有 界 集 
是 弱 * 列 紧 的 . 

证 明 设 { 思 是 于 ' 中 有 界 集 ， 只 要 证 它 有 弱 * 收 伍 子 列 即 可 
因为 莹 可 分 ， 所 以 X 有 可 数 的 稠密 子 集 {zm}. 因为 { 户 } 有 界 ， 所 
以 数 集 

{ 六 Giln meRN1} 
对 每 一 个 固定 的 mm 是 有 界 的 . 用 对 角 线 法 则 可 以 抽出 子 列 {jr,} ,使 
得 对 于 每 个 m， 
{ 六。 [ze 全 1 
为 收敛 数列 又 由 fzm] 在 天 铜 密 性 以 及 { 访 } 有 界 ， 可 得 对 于 Yze 
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XXX fj 人 O] 距 是 收敛 数 列 ， 记 lim fs(z) = FLz)， 己 显然 是 线性 
的 ， 并 且 
IFGDl< lzl imsupljasll， YeeX 


从 而 严 EX*. 即 得 冯 -lim 六 = 五 . 


引 理 6.4.11 设 蕊 是 线性 典范 空间 ， 若 苹 * 是 可 分 的 ， 则 区 自 
身 也 是 可 分 的 ， 

证 明 设 {P} 是 碟 " 的 入 密 子 集 . 信和 = 所 川 fl 记 导 ={7E 
X* | fl=1}， 易 见 {gn} 是 号 的 箱 密 子 集 ， 因 为 lgol| =1， 可 以 
选取 rw E 三 ， 使 得 








工 
2 
记 Xo = linspanfzny，Xo 是 可 分 的 (zw 的 有 理 系数 的 线性 组 合 在 Ra 
中 稠密 ) 歼 证 明 X = Xo. 倘若 不 然 ， 则 必 有 非 零 mo < XNXo 不妨 届 
lzoll = 1 ， 则 出 定理 6.3.7 知 ，3 负 < 工 * ， 司 得 
= 1，Jo(g 王 0， YEAX0， 

于 足 态 E Si. 但 是 

lo - 瑟 | = SP， Ionfz) 一 矶 人] 


|| za = 二， gm(znj 了 


之 |gmfzn] 一 矶 (za 并 二 genj 之 5， 
这 与 fo 在 3? 中 稠密 矛盾 ， 从 而 X 可 分 . 


推论 6.4.12 设 蕊 是 自 反 可 分 Banach 空间 ， 则 X 的 有 界 集 丰 
弱 列 紧 的 . 

证 明 因为 X** = 大 是 可 分 的 , 故 由 上 述 引 理 知 科 * 是 可 分 的 ， 
由 定理 6.4.10 知 ，** 中 的 有 界 集 是 弱 * 列 紧 的 . 而 当 夺 = 压 ” 时 ， 
区 上 弱 收 伍 就 是 X* 上 的 弱 * 收 伍 ， 故 式 的 有 界 集 是 弱 列 紧 的 ， 
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引 理 6,4.13 设 Xo 是 自 反 Banach 空间 蕊 欧 闭 子 空间 ， 则 2 
也 是 自 皮 的 ， 

证 明 考虑 嵌 人 有 贞 射 人 A : Xo 一 全 当 了 EX 向 E 区 全 
8[jo) = 而 (z). 现在 要 证 : YazeE *， 37ceXo， 使 得 az 三公 

对 于 YFeEgi， 记 Hz 为 上 在 Ko 上 的 限制 ,定义 映射 了 :了 一 
由 xz 当 zExo 时 ，fz) = 了 工 Faz). 因为 刘 xoe23, 故 有 

Pa < | 

所 以 宁 E 好 (XXXz) ,于 是 z 一 了 20E 瑟 的. 由 于 天 自 反 ，3zE 基 ， 
使 得 








2 有 站 = 玫 zi Y7 了 EN ， 
今 证 了 E Xo. 如 和 若 不 然 ， 由 定理 6.3.7 ， 3 EX ， 使 得 
FSoi 一 0， fo 一 了， 
其 中 日 = plz,Xo) >0 从 前 了 =0. 但 是 
0 三 2 人 (六 三 瑟 20( 有 = 王 2 站 二 丰 二 公 ， 

所 得 矛盾 证 明了 z E X0， 

又 对 于 二 一 个 万 E 大 ， 由 Hahn-Banach 定理 ， 习 EX ， 使 
得 页 = 了 F 于 是 

20( 而 ] = 30 代用 = 六 加 (用 = 二 2 有 = 天 二 一 矶 人)， 

这 就 证 明了 za = 到 

定理 6.4.14 自 反 Banach 空间 瑟 的 有 界 集 是 弱 列 紧 的 . 

证 明 设 {fza} 是 和 关中 有 界 点 列 ， 记 

Xo = jspanfzn]. 

引 理 6.4.13 已 指出 ， 由 考 自 反 性 可 知 Xe 也 自 反 ， 又 显然 Ko 可 分 ， 
又 由 推论 6.4.12 知 ，{fzna} 是 2 中 弱 列 紧 点 列 ， 即 存在 子 列 {zw] 在 
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Xo 中 弱 收 敛 到 ro es Xo. 故 YFe 2， 
im 7(zn) = Feo) ， 
对 十 任意 的 了 e X* ， 国 为 zo，zns EXo, 天 = 1 2 ， 故 有 
dm Fan = im 用 xzotzno 三 玫 xofzoj = 了 zo) 
所 以 ra, 一? 87. 定理 得 证 . 
推论 6.4.135 自 反 Banach 空间 X 的 闭 单位 球 是 弱 自 列 紧 的 . 即 
半音 位 球 的 任意 点 列 有 收 伍 子 列 ， 卫 极限 也 在 单位 球 内 . 


证 明 人 尾 取 单位 球 内 的 点 列 {fzn}, 它 是 有 界 集 . 由 定理 6.4.14 知 ， 
存在 子 列 zw 一 zo. 再 由 定理 6.4.4(3) 知 ， 


zol < 3m lznx 外 < 1 
下 -十 Co 


即 zo 在 单位 球 内 ， 


习 是 


1. 设 {1zaceClai zeECfa, 相 旦 zn 一 并 .证 明 
im Zn(t 王 (区 YE [e 引 . 

( 即 点 点 收 黎 , ) 

2. 在 Banach 空间 天 中 有 zn 一 zo, 证 明 lim ea] > ||zoll. 

3. 设 瑟 是 Hilbert 空间 ，{en} 是 豆 的 正 变 归 一 基 . 证 明 在 吾 中 
zn 一 了 的 充分 必要 条 件 是 : 

ftL) 数列 划 la 有 界 ， 

(2) (gaek) 一 【Toyek 有 下 oo, 天 三 1 2 

4 设 罗 是 LIL<p<eo) 到 自身 的 平移 算 子 ; 

( 玉 用 (四 = Flz+m，YFEIP(R) =12 
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证 明生 一 0, 但 是 | jl = fl Ye 2( 形 )， 

5. 设 9 是 下 (BR) (<pP< oo) 到 自身 的 截断 算 子 : 

=- | Fa， 四 系 册 
0， 他 | > ， 

其 中 JE ZIP(R) 是 性 意 的 . 证 明 3$。 强 收 敛 于 恒 同 算 子 由 但 是 不 一 致 
收 敏 到 了 工 . 

6. 设 下 是 Hiibert 空间 ， 并 设 在 瑟 中 rzn 一 zo 加 一 加 ， 证 明 
(za g) 一 (z0;90) ， 

7. 在 Hiibert 空间 互 中 ,证 明 zn 一 工 的 充分 必要 条 件 是 ， 

(|za|| 一 下 

(2) Zn 一 开 . 

8. 证 明 在 自 反 Banach 空间 中 ， 集 合 的 弱 列 紧 性 与 有 界 性 是 等 价 
的 . 

9. 证 明 Banach 空间 中 闭 凸 集 是 弱 闭 的 . 即 若 好 是 闭 凸 集 ，{zo} 
Cad, 且 rn 一 zo 则 有 zoE 太 ， 

10. 设 扰 是 自 反 Banach 空间 ， M 是 文 中 的 有 界 闭 凸 集 ， 对 于 
vfexX*, 证 明了 在 M 上 达到 最 大 值 和 最 小 值 . 

11. 利用 $6.2 习题 中 第 12 题 的 结论 证 明 无 穷 维 Banach 空间 的 单 
位 球 不 是 紧 致 的 , 

*12. 设 Zeel0, 吊 有 它 自 身 的 拓扑 (7 YE LE 1 以 及 作为 
Daf0,1 的 对 个 空间 的 u* 拓扑 ， 考 虑 Cl0,.1, 证 明 CH 在 ein 
中 依 其 中 一 个 拓扑 是 稠密 的 而 依 另 一 种 拓扑 不 是 稠密 的 ， 


13. 令 fw 人 = 工 并 et 证 明 在 室 间 2(-mm 中 














Fw 0 
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14. 设 刀 是 职 " 中 的 紧 集 ，Yz EDD, 今 AoECfD)* 如 于 |， 
Azf( 门 =Fz)，Y7ECDDI 

考虑 集合 4 = {Azlze 了 D]}, 以 及 上 映 射 了 :五 一 辣 了 局 Ae, 它 是 一 一 
的 . 在 C(D)* 上 赋 耶 弱 * 拓扑 ， 证 明 上 映 射 工 是 双方 连续 的 . 

*15. 设 XY 是 Banach 室 间 ， 4 是 天 一 了 的 线性 算 子 . 若 4 将 
中 每 个 强 收 伍 点 列 上 映射 成 耻 中 的 弱 收 敏 点 列 ， 证 明 4 是 有 办 的 ， 

16. 设 XY 是 Banach 空间 ，4 是 和 一 Y 线性 算 子 . 若 在 和 和 
Y 的 聘 拓 扑 下 4 是 连续 的 ， 试 问 在 强 拓 扑 意 文 于 4 还 是 连续 的 吗 ? 

(提示 : 考虑 86.2 习题 中 第 5 题 . ) 

17. 将 己 表示 成 9 = {(rmm]|mne 村 上 所 有 实 函 数 ", 满足 条 
件 

lzlh = 2 lz(rml < oo， 


令 c 是 3 上 所 有 这 样 的 实 画 数 思 满足 条 件 : 当 mm+Pnm 一 oo 时 ， 
gm 一 0 且 员 Il。 = suplymnml 又 令 凡是 已 中 由 所 有 满足 以 
二 等 式 的 元 二 构成 的 子 空间 ， 


zl = 》 zf， 人 一 1 2 


一 上 
(1) 证 明 几 = (oo 六 
(分 证 明 蜡 是 记 中 的 闭 子 空间 (关于 六 模 )， 





附录 A 2Zorn 引 理 与 势 的 序 关系 


本 节 讨 论 集 合 上 的 序 结构 ， 给 出 Zorn 公理 和 2zorn 引 理 ， 并 利用 2zorn 引 理 
讨论 势 的 序 关 系 . 

定义 1 荆 设 蕊 和 TY 基 给 定 的 两 个 集合 . 对 于 苇 x 立 的 每 一 个 子 集 互 , 称 为 
瑟 x 的 一 个 二 元 关系 ，【 蕊 x 天 上 二 元 关系 简称 为 七 上 的 二 元 关系 . ) 任 给 
了 和 3 ET 如果 (人 抽 E 五 ,就 记 为 了 本 9. 

例 1 设 取 = 到 x 有 ={m 切 17zERNER 车 再 ={(z|z< 直 ， 
则 虹 上 的 小 于 等 于 关系 ， 就 是 二 元 关系 > 忆 y. 


例 2 设 天 是 给 定 集 合 ， 不 上 子 集 的 包含 关系 是 2 上 的 一 个 二 元 美 系 ， 
吾 ={(4, BE24x2x| 44C 了 B}， 
于 是 4 瑟瑟 < 4C 百 . 
例 3 设 闷 是 集 人 台 , 若 吾 = fd,B)E2x 呈 3 一 一 对 应 :4 一 吾 } 则 
2 上 药 二 元 关系 百 是 苇 中 子 集 合 的 对 等 关系 ， 即 4 ~ 呈 < 4 万 召 ， 
对 于 在 xxY 上 的 每 个 二 元 关系 召 , 都 可 以 看 成 是 -- 个 特征 上 映 射 : 


XB :于 xzY -T01， 


则 XE(T) 关 1 全 (2 切 E 五 后 客 世 五 引 
显然 号 与 Xa 之 间 有 着 自然 的 一 一 对 应 关系 - 

把 公 中 不 等 号 “< ”关系 中 的 主要 性 质 抽 象 出 来 ， 可 建立 一 般 集 全 上 的 序 
关系 . 

定 久 2 设 蕊 是 集合 ， 如果 互 为 满足 以 下 序 公理 的 二 元 关系 : 

fl1) 自 反 性 : Ya E 大 6 五 gj 

(2) 芭 对 称 : 若 ap BEa, 则 已 = Di 
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(3) 传递 性 : 若 ab DBc， 则 ac， 
就 称 百 为 X 上 的 序 关系 ， 并 用 符号 “ < ”表示 这 个 序 关 系 . 即 上 芭 避 当 具 仅 当 
避 , 相 皇 吾 . 称 {, 式 为 偏 序 空间 ， 简 称 序 空间 ， 并 且 将 赋予 了 序 关系 的 集合 忌 
称 为 有 序 集 或 坟 序 集 ， 


注 “ 世 ” 只 是 满足 序 公 理 的 一 个 二 元 关系 . 串 半 pb 也 可 等 价 地 写成 刁 关 ac， 
而 且 若 还 有 a 天 六 时 ， 则 还 可 写成 ae < 8 ,或 > a.( 这 就 是 用 符 导 表示 序 关系 
的 方便 之 处 . ) 


定义 3 给 定 仿 序 空间 { 攻 ,< 若 YabeEx 在 ab 或 5<a 两 者 中 有 
一 个 成 立 ， 就 称 { 兴 , <] 是 全 序 空间 ， 大 是 全 序 集 合 . 


给 定 全 序 集 X, 则 X 中 任意 两 个 元 素 都 能 比较 顺序 ， 即 Ya,bE 区 在 8 < 
久生 与 5<a 三 者 之 中 ， 必 有 昌 公 有 一 个 成 立 、 可 见 金 序 集合 中 的 序 关 系 恰 
是 民 上 大 小 顺序 关系 的 自然 推广 . 


例 4 短 集 2* 中 的 包含 关系 “GE ”满足 序 公理 ， 帮 {2“,E] 是 贪 序 空 间 ， 
2 是 偏 序 集合 . 


对 于 龙 x 瑟 上 上 射 子 : 式 x 三 一 和 ,1 大 满足 

(1) YaeEA fa,ael = 1i 

(2 若 Fa 国王 1,Fe=3 则 aa 一 六 

(3 若 六 co 有 三 17e=1 则 Fae 一 1 
就 称 F 为 序 上 映射 ， 称 【二 , 及 为 序 空间 ， 由 于 龙 上 二 元 关系 与 五 x 天 上 特征 
数 一 一 对 应 ， 册 定义 不 牙 看 出 ， 序 瞻 射 与 序 关系 一 一 对 应 . 

对 于 序 空 间 { 瑟 , < 称 夺 的 任意 子 集 召 为 二 的 有 序 子 集 . 如 果 { 瑟 ,<} 是 
全 序 空间 ， 刚 称 吾 是 扰 的 全 序 子 梨 ， 候 设 44 是 蕊 的 全 序 子 集 ， 且 乓 中 不 存在 
真 包 舍 4 的 全 序 子 尝 ， 就 称 4 是 七 的 最 天 全 序 子 集 . 


Zorn 公理 ”每 个 偏 序 集 有 最 大 全 序 子 集 . 


在 集合 论 中 ， 有 一 些 与 Zorn 公理 等 价 的 公理 ( 如 选择 公理 )， 有 失 此 公理 出 发 
可 证 明 下 面 重 要 的 定理 ， 一 般 称 为 zorn 引 理 ， 
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注意 ， 偏 序 集 的 最 大 全 序 子 集 可 以 不 止 一 个 . 例如 考虑 正 整 数 集 贡 对 于 
Ya 让 E 及 如 果 a 是 上 的 因子 ， 就 记 sa 上 本 上 的 整除 关系 “| ” 渡 足 序 公理 ， 故 
{RN 1} 是 序 空 间 . 任 取 一 个 素数 p, 易 知 { 玉 上 下 = 012…} 是 到 的 最 大 全 
序 子 集 . 

给 定 偏 序 集 X 和 全 序 子 集 妃 CC 三 若 acEX 对 于 YzEe 瑟 有 zxa 成 
立 ， 则 称 ae 为 正 的 一 个 上 界 ; 若 b e 吾 , 对 于 YzE 百 , 有 7z < 成 立 , 则 称 志 为 
百 的 最 天 元 ; 若 YaE 瑟 , 对 于 所 有 天 中 能 与 a 比较 顺序 的 元 T ， 都 有 z 工 a， 
则 称 a 为 二 的 一 个 概 大 元 . 


定理 4(Zorn 引 理 ) 设 世 为 非 室 偏 序 集 ， 若 蕊 的 每 个 全 序 子 集 在 改 中 
有 上 界 ， 则 互 此 有 概 大 元 

证 明 由 2Zorn 会 理 知 ， 羽 有 最 大 全 序 子 集 已 ， 由 定理 条 件 ， 召 有 上 有 界 
GE 大, 兹 证 明 a 是 天 的 一 个 级 大 元 . 用 反 证 法 ， 如 果 ae 不 是 互 的 极 大 元 ， 则 
3 EX 使 < 于 是 {gU 是 汰 的 全 序 子 集 ， 且 瑟 是 亡 的 真子 集 ， 这 与 
召 是 天 的 最 大 全 序 子 集 相 了 矛盾- 





下 面 将 证 明 由 集合 的 势 构成 的 集合 是 全 序 的 ， 即 任何 两 个 集合 都 能 比较 其 势 
的 天 小 . 

给 定 集合 孝 , 设 映射 了 : 入 全 2 满足 以 下 条 件 , 当 4C 吾 C 蕊 都 有 
FA4) C 大 B) 此 时 称 了 是 2 上 的 单调 上 映射， 例如 当 多 是 六 白 身上 的 一 个 映 
射 时 ， 它 诱导 出 2 上 的 一 个 单调 映射 艺 4) = {p(zjlz E 4 


引 理 5 “2 上 的 单调 映射 有 不 动 点 . 
证 明 设 上 是 2* 王 的 单调 上 映射， 念 
F=({4e214cFd 已 = 人 |」 4. 
册 并 下 


兹 证 明 丸 是 太 的 不 动 点 . 由 子 Y4E 大 4C 吾 故 4c 74)C 厌 妃 ), 从 而 
C 天 ); 由 单调 性 疡 五 ] C 天 FE)), 这 说 明 7 瑟 ) E 天 从 而 天 五 ) C 五. 因此 
下 [ 百 ) 一 瑟 . 


定理 6{Bernstein) 设 集 合 王 和 了 的 势 满足 | 考 |< 了 |, 且 1T 上 SI 下 
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则 | 成 | 立 |， 

证 明 ”由 已 知 条 件 知 ,存在 一 一 映射 了 :和 一 了 和- 职 射 8: 一 三 获 
证 明 必 存在 瑟 到 的 一 一 江上 映射 疡 记 04) = 天 A9YANTF4)) 区 是 2 到 
2*Y 的 : -个 映射 由 于 

全 亡 召 FI4)CTB) 人 了 AR4DTAFBI 
一 提 天) 避 FAT 
全 强 4) EC 翅 ( 百 ) ， 
故 区 是 2x 上 一 个 单调 贞 射 . 由 引 理 5 知 ， 存 在 甩 E 2x , 芒 ( 百 ) = 百 , 即 
吾 一 下 厅 让 吾 放 ，XA 吾 三 3 AT 下 ， 
国 为 了 是 五 到 所 百 ) 上 一 一 满 映射 , 故 9 是 了 ANT 到 YA FE)) 的 一 一 满 


喘 射 ， 故 令 
htz) = 丰 工 站 五 ， 
中 儿 和 下 A 吾 ， 
则 站 是 二 到 Y 上 的 -一 -- 满 映射. 


定理 7 设 | 和 wa, 则 we<pa= 有 8<a 三 者 中 必 有 日 公 
有 -个 成 立即 第 - 章 定理 1.2.7.) 

证 明 ”只 要 证 有 明 mr 区 如 与 好 瓜 e 中 至 少 有 -个 成 立 . 设 4 芭 召 亡 天， 对 
于 卫 射 了 :站 一 吧 以 及 9: 了 一 开车 weE4 有 9 = 天 2 则 称 g 二 于 在 
召 上 的 延 拓 ， 了 是 了 在 冯 上 的 限制 ， 定义 集合 

下 ={ 人 ff 4 一 站 | 7 是 - - 注 上 映 射 ,4C 瑟 吾 王子 上 
设 aEXbeED 令 Fal= 记 取 4= fa), 吾 = 区, 则 于 E 大 故 直 闫 空 

在 天 上 定义 顺序 关系 < 如 下 : 如 果 六 9E 工 9 层 了 的 延 拓 ， 则 了 革 9. 易 

更 { 天 ,<} 是 序 空 间 ， 对 于 不 中 任意 全 序 子 集 

: 矶 -人 .4 一 囊 | 关 是 - - 注 映 射 , 户 E 天 ieE 如 
定义 了: Uad, 一 UB 如 上 YYzetUu4, 泣 E 记 使 得 ze 4 令 Fz) = 请 (zh 
易 见 了 是 每 个 上 在 U4, 上 的 延 拓 . 于 是 了 E 大 , 且 了 是 矶 的 上 界 . 故 由 Zorn 
引 理 ， 大 有 概 大 元 9， 
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记 9 为 好 一 六 的 一 一 满 典 射 ， 邓 EC3 则 
[1=|Y1- 
下 面 证 明 4 夫 大 ,六 关 了 不 能 同时 成 立 . 用 反 证 法 . 车 有 aa E 宝 Nb ET 


则 令 
hm 一 { YE， 


和 工 一 避 . 


比 时 六 是 对 U{ 到 交 D{1 的 一 一 满 映 射 ，E 大 六 是 9 的 延 拓 . 故 9 飞 疡 
这 与 9 是 大 的 极 大 元 矛盾 .因此 只 有 以 下 两 种 可 能 ， 


机 王 天 | 天 [=1ad=1NISIY|; 


或 者 
=2IE=IN=NMESIX 





附录 虽 Tietze 扩张 定理 


设 王 是 有 "中 一 个 非 空 间 混 ，Yz ER ， 令 
可 卫 ) 一 inf 划 ll 一 中 [8 和 卫 ]}， 
称 上 Hz, 开 ) 为 点 z 到 闭 集 下 的 焉 离 ， 此 时 存在 唯一 的 点 如 和 开 , 使 得 Gf(z, 开 ) = 
lz - 如 卜 设 玉环 是 开 "” 中 两 个 非 空 闭 集 ， 称 
荆 焉 ,本 ) 一 inff 人 lz 一 熙 Eye 本 

为 集合 下 与 瑟 的 上 距离. 只 要 六 与 了 中 有 一 个 是 有 界 的 ， 则 必 存 在 Yi 三 
下 ,za 和 下 ,使 得 直下 ,下 ] = | 一 站 

引 理 寺 设 丙 ,本 是 下 ”中 两 个 蕊 不 相交 的 闭 集 ， 则 一 定 存 在 中 ”中 开 宗 
Ca 满足 : 

{] Ci mm Ca = 全 

(2 玉 忆 Ci 一 1 二 2 

证 明 对 于 任意 的 zE 而 , 记 pfr) = 趟 z, 丽 ), 考虑 工 的 邻 域 下 (> pf)， 
人 1 

全 1 一 UB 人 =， ip 人 Ge) 

对 于 Yere 严 , 记 =(z) = fz 有 考虑 2 的 邻 域 Br iafz)) , 令 


> 一 Uasfe， ic(o)， 
易 见 开 集 Ci,Gz> 满足 引 理 中 条 件 (1 和 (2). 
上 述 引 理 知 出 到 ”中 互 不 相交 的 闭 集 的 分 离 性 质 ， 本 节 将 要 讨论 空间 亚 "” 中 
拷 集 的 分 离 性 与 连续 函数 的 关系 . 


定理 3fUrysohn 引 理 ) 设 4, 电 是 到 "中 两 个 孔 不 相 变 的 闭 梨 ， 那 末 存 在 
及 ”上 的 连续 画 数 FUz), 满足 ， 
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(有 和 芝 开 人 生 1 

(2 和 mEE 交 于 (全 ) 三 个; 
(3) YE 呈 ，FzE) 一 工 . 
证 明 取 以 下 函数 即 可 


并 二 区 2 4jAate 人 十 不 ,)) 


定理 3{Tietze 扩张 定理 ) 设 4 是 m” 维 空间 到 "中 一 个 非 空 半 集 ， 了 是 定 
多 在 集合 4 上 的 有 界 连续 栖 教 ， 则 存在 下 上 的 连续 函数 下 (2 使 得 Yz e 几 ， 
有 王 (r) = FIz) 而 且 

0 | 有 (2 三 So |Fz 儿 . 


此 时 称 焉 是 于 的 连续 扩 继 郴 数 ，【 即 第 二 章 引 理 2.3.12.) 
证 明 若是 内 上 的 常 值 冰 数 ， 则 定理 显 然 成 立 . 故 考虑 不 是 常 值 函 数 
的 情形 ， 记 万 (z) = 六 zao = So jatz 儿 . 设 


如 = 位 E4 万 (z 拉 一 aof3)， 丁 =fE4 矶 他] > Go73}. 


则 4o 与 Bo 是 瑟 不 相交 的 闭 梨 ， 由 上 上述 Urysohn 引 理 知 ， 存 在 严 ” 上 - -个 连续 
函数 囊 fz), 满足 机 (z) 在 集合 4o 上 职 值 -ao73, 而 在 集合 Bo 上 取 慎 为 ao73， 
而 且 -ao13 < 人) 区 ao73. 

令 万 {z] = 所 人) -如 (zh 则 广 (z) 是 闭 集 4 上 的 连续 函 教 . 记 al = 
sup | 六 (外 易 见 ni 瓜 Sao. 将 上 述 从 贞 ,ao 出 发 梅 造 坟 , 虽 的 过 程 用 于 万 ,al， 


可 构造 户 ,as 如 此 重复 ， 假 设 已 经 构造 了 卫 孝 fu(z) 以 及 nn = sag | 六 (| 令 
世 

太 (z) > 5on 上 

则 集合 4。 与 B。 是 互 不 相交 的 闭 集 ， 由 上 述 Urysohn 引 理 知 ， 存 在 RR” 上 连续 

画 数 ntfzh 渍 足 


4= 位 e 刘 扩 o)< -io B={zea4 








工 | 
王 |au(z) 三 一 52n， 了 | 三 二 Cn 


3 
而 且 ~ansy3 < 本 (zy < an13， 
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念 户 HE) = 六) 一 (zz)， un+1 关 SP jn+a )]|. 由 归纳 法 可 得 一 列 重 
数 后 (rz)] 以 及 相应 的 户 (z) 和 相应 的 数 an. 马 兄 


了 刀 叶 1 
2 全 全 
Qnr 凸 1 拉 可 nm 芭 (3 Qnr-1l 拉 芝 (3 40， 


疡 +0 员 二 而 (3) 一 [人 (十 天 ( 轴 二 十 了 (让 
此 外 还 有 


172A” 
SUBP | 五 (2)| 挟 旨 引 G0， (B.0.11 
四 3 号 


2 证 十 1 
所 (3 ao， 玫 开 在 册 . (B.0.21 





天 (ze) -> 丽人 





故 由 (8B.0.1) 式 ， 级 数 三 一 致 收 和 化 ， 记 作 P(z), 则 王 是 下" 上 的 连续 本 
数 ， 由 (B.0.2) 式 知 ， RH 


推论 4 R" 的 一 个 闭 集 上 的 任意 的 连续 函数 都 可 以 扩张 成 全 空间 上 的 连续 
琢 数 . 

证 明 ”只 要 考虑 函数 是 无 界 的 情况 设 了 基 闭 集 4 上 的 连续 丽 数 ， 考 虑 几 
上 的 连续 亲 数 aretan Ffz), 则 由 上 述 扩张 定理 知 ， 它 在 全 空间 上 有 一 个 连续 扩张 
画 数 ， 记 作 Prz). 令 

召 二 人 { 仔 E 民 "|Afz) 一 TA2}， 





旭 集 合 如 是 闭 集 ，4 mn 吾 = 4. 于 是 再 由 Urysohn 引 理 ， 佑 在 及 "” 上 的 连续 郴 数 
cfz), 满足 aa=lals= 小 且 0<Safz)<1. 于 是 函数 下 (z) 一 taneafz)patz) 
是 于 的 ” -个 连续 扩张 . 

以 上 讨论 的 闭 集 分 离 性 与 连续 随 数 的 关系 可 以 推广 划一 般 的 折 扑 空间 中 . 下 
蜡 作 简要 的 介绍 . 

定 兴 5 设 扎 是 拓扑 空间 ， 若 


(1) 每 个 单 点 集 是 闭 集 ; 
(2) 对 于 任意 互 不 相交 的 闭 集 王 , 瑟 , 存在 开 集 Gl,Ga, 满足 
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人 门人 一 人 上 全 一 12 
称 X 是 正规 的 ， 


定理 ffTUrysohmn 定理 ) 设 并 是 拓扑 空间 则 天 是 正规 的 充分 必要 条 
件 是 ， 对 于 任意 两 个 守 不 相交 的 闭 集 4 和 旦 , 存在 革 上 的 连续 函数 万 使 得 
0<z)<lHa=0Ha=1 成 立 ， 

证 明 充分 性 施 显 然 的 ， 只 要 选取 开 集 @Gi = {z|fz) < 172 和 Ga = 
好 [FE) > 1724 即 可 ， 

兹 证 必要 性 . 给 定 互 不 相交 的 闭 集 4 与 互 . 由 正规 性 知 ， 存 在 互 不 相交 的 开 
集 4lyrz 和 Bio 分 别 覆 盖 4 和 互 . 于 是 

4GE4pEaG 到 有 瑞 了 吾 


易 喝 4 与 4ivs 是 互 不 相交 的 闭 和 党， Bi 与 吾 也 是 互 不 祖 交 的 闭 集 ， 再 息 拓 扑 
空间 羽 的 闭 梨 分 离 性 ， 可 以 梯 造 开 集 41y4 与 4sy4 ， 满 足 
4CEdpnEdEdacAhacCc4arcG4dshA， 

并 且 sjn 厂 一 息 由 当 纳 定义 ， 对 于 每 一 个 二 进 制 有 理 数 "0 < ” < 1, 可 以 定 
浆 一 个 开 集 4 满足 

(0) 当 r<s 有 SA 

(2 4C 4 喇 本 一 由 
定 广 困 数 ffz) 如 下 : 若 属於 所 有 的 集合 4 则 令 FUz) = 0 否则 今 

(YE 一 SUP{r| YE 4 

根据 定义 ,有 Ha 三 0, 间 e 三 1 且 0<S 兴 z)<1 故 只 需 证 明了 是 连续 的 . 对 任 
给 的 zEX, 记 ffz)=e 当 D<e<tl 对 任 给 的 e > 0, 存在 二 进 制 有 理 数 ”， 
和 8 满足 mm 二 ex<e0<em 区 ee 则 z 属 于 开 集 4sn 下 Ye don 下， 
都 有 lfz) 一 7 < 25. 当 c=0 或 c=1l 时 ， 类 似 地 可 证 7 的 连续 性 ， 

定理 7{Eietze 扩张 定理 ) 设 是 拓扑 空间 ， 则 性 是 正规 的 充分 必要 条 
件 是 ， 对 于 和 企 意 的 闭 集 4 和 4 上 的 过 续 函 数 坟 存 在 了 在 七 上 的 连续 扩张 . 

证 明 ”适用 定理 6, 及 屎 "中 的 Tietze 扩张 定理 及 其 推论 中 的 证 明 方 法 即 吓 . 





全 


附录 二 ”距离 空间 的 完备 化 


定义 1 包含 给 定 的 距离 空间 (三 ,p] 的 最 小 的 完备 距离 空间 蔷 、 称 为 空间 
( 民 , 站 的 完备 化 空间 . 所 谓 最 小 是 指 , 对 于 任意 的 包含 ( 厌 , 站 的 完备 距离 空间 了， 
均 有 立 了 克 . 

引 理 2 设 CX po) 是 一 个 贞 (Xpo) 为 子 空间 的 完备 距离 空间 ，p|， xx 一 
po, 并 且 2 在 天 中 稳 密 ， 则 大 是 Xo 的 完备 化 空间 . 

证 明 ”因为 Xo 在 于 中 秋 密 ， 对 于 任意 的 上 5E 成 3{fzn] C Xo, 使 得 

im ptzn: 避 三 0 

车 还 有 以 (Xo, po) 为 子 空间 的 完备 距离 空间 (2 四, 引 xx， = po, 由 于 {zn] 在 
距离 po 下 是 基本 列 ， 因 而 也 是 在 虑 离 d 意义 下 的 基本 列 ， 从 而 存在 上 <Y 为 极 
限 点 . 作 天 到 下 的 映射 如 下 ， 了 :人 

蓝 证 明了 是 等 距 映 射 . 对 于 任意 的 站 ,ae 于, 存在 点 列 fr 只] {fe 和 名) C 大， 
满足 

人 
记 牛 =T6 ,= 2, 则 在 距离 避 下 有 zi -后 ,1 = 二 2, 于 是 有 
各) = jin dzhz 各 ) = im p(rh ua) 一 pe 

所 以 苇 是 了 的 子 空间 ， 赦 (X,m) 是 【Xo,po) 的 完备 化 空间 . 


定理 3 ”每 一 个 距离 空间 都 有 -个 完备 化 空间 ，【 即 第 五 章 定理 5.1.7.) 

证 明 设 (fo,po) 是 一 个 距离 宝 间 . 证 明 分 三 步 ， 首 先 构 造 一 个 距离 空 问 
(Xp)， 然后 证 明 Xo 在 苇 中 稳 密 ， 最 后 证 明 ( 改 ,P) 是 完备 的 ， 

(1 设 {zn]j 和 {m} 是 Xo 中 的 基本 列 ， 若 


im Pofzngr) 一 由 
用 -下 上 
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就 称 这 两 个 基本 列 等 价 ， 将 彼此 等 价 的 基本 列 妇 成 一 类 ， 称 其 为 等 价 类 . 将 每 一 
个 等 价 类 看 成 -个 元 , 并 用 X 表示 由 所 有 这 种 元 (等 价 类 ) 构成 的 集 台 . 在 互 十 
定 愉 二 元 关系 如 下 : 本 列 氏 区 ， 任 取 {zrn} 雪 E， {n} 所 逢 ， 令 





pf 可 二 Jim pofznv gm 【C.0.1 


符 易 验证 ，(C.0.1) 式 中 的 极限 存在 ， 并 且 与 基本 列 {ze} 和 {yn} 的 选取 大 关 . 
由 mo 的 正定 性 和 对 称 性 虚 及 等 价 类 定义 易 得 ， p 满足 正定 性 和 对 称 性 ， 对 于 任 
意 的 人 5E 任 取 fa EafeEnmhfayEc 刚 由 不 等 式 

Pofzay sn) 袜 Pofzoy 押 二 Polyan) 
取 极 根 即 得 pl86) < PE 们 上 +p(76) 故 疡 满足 三 角 不 等 式 ， 从 而 {XX,P) 是 - 
个 虫 高 空间 ， 

[2 对 于 任意 元 zE 0, 记 和 中 也 售 序 列 fr 的 等 价 类 为 
#fz)， 并 记 广 为 由 全 体 这 样 的 元 Elz) 构成 的 集合 ， 则 上 映 射 工 : z 呈 Er) 是 
(Xo;,po) 到 ( 训 , p) 的 满 映 射 ， 旦 是 黎 距 映射 ， 因 此 空间 (Ko, po) 与 ( 广 , 门 等 距 
同 构 ， 给 定 上 E 天， 任 取 基 本 列 {zn} Ee, 考 睛 二 中 的 序列 长 (za)}, 刚 


lm pttE(za)) = lim jim pofzesm) 一 上 


故 浆 基 【Km) 的 再 密 子 集 . 
(3) 北 证 明 空 间 {X, p) 是 完备 的 . 任 给 (站 中 的 基本 列 个)， 要 找到 一 
不 元 起 三 于， 使 得 当 半 -了 oo 时 ， 有 En -2 6 
fy 上 先 假定 仆 (} 和 包含 在 总 这 一 特殊 情形 .此 时 可 令 za = TT6) 则 
{zn} 是 (Xo, po) 中 的 基本 列 ， 记 它 的 等 价 类 为 5, 便 有 im 5 = 二 
fi 考虑 一 般 宵 形 ， 由 六 在 X 中 的 翻 密 性 ， Ye，3E) e 吝 , 使 得 
PE ED < 1Anu 
由 站 可 设 中 -2 5 即 得 
0 已 二 . 


册 ff2), (3 及 上 述 引 理 2 即 得 定理 结论 . 


附录 了 第 一 纲 集 与 开 映 射 定 理 


令 基 Y 是 Banach 空间 , 设 卫 < 有 (, 了 ) 有 连续 的 道 算 子 人 -LE BY 人) 
算 子 全 -: 的 连续 性 是 指 ， Yo E 记 Ye> 0 3656>0, 使 得 只 要 | 一 加 | < 上 
就 有 -3 一 工 -ol < se, 即 


由 E 百 (go 有 全 了 ET 6. 
车 记 ro = 了 T- yo 三 工 1 刚 算 子 了 的 连续 性 是 指 ， 


了 3 < 呈 ( 人 0 机 全 工 上 甩 (0 


几 


由 了 





了 站 五 (ro,E) 字 了 和 下 了 (zolE)， 


故人 Bfzos) 2 了 3(Tzo8)， 由 此 不 难看 出 ， 算 子 工 将 文中 的 开 集 映射 成 了 中 
的 开 集 . 


定义 工 设 工 是 Banach 空间 六 到 芋 上 的 线性 算 子 ， 若 它 将 到 中 的 开 集 
肌 射 成 了 中 的 开 集 ， 就 称 全 是 二 到 站 上 的 开 映射 ， 

由 定义 1 前 面 的 讨论 知 ，T 为 开 映 射 是 卫 有 连续 道 了 :的 必要 条 件 . 本 节 
将 给 出 ， 当 他 是 天 到 YY 上 的 有 界线 性 算 子 时 ， 使 得 了 为 开 映 射 的 一 个 充分 条 
件 ， 而 在 第 六 章 86.2 中 的 逆 算 子 定 理 的 实质 是 ， 在 已 知 有 界 算 子 了 为 开 映 射 的 
条 件 下 再 加 上 单 射 性 ， 就 能 保证 了 在 值 域 上 有 有 界 道 ( 即 连 续 道 ). 要 证 明 开 映射 
定理 首先 要 研究 稀 琉 集 的 性 质 ， 进 而 研究 完备 空间 的 性 项 ， 


8D.1 网 与 岗 定理 


定义 2 设 ( 蕊 ,p) 是 一 个 蝶 元 空间， 给 定 集合 王 C X, 若 总 的 内 点 集 是 空 
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集 ， 就 称 五 是 稀 朴 集 ， 简 称 琉 集 . 
例 1 在 了 "中 有 穷 点 集 和 Cantor 集 是 朴 集 . 


定理 3 设 ( 人 (Xp 是 距离 空间 ， 吾 是 基 中 的 子 集 , 出 以 下 4 个 命题 等 价 : 

t1} 瑟 是 疏 集 ; 

(2) { 瑟 )* 是 稠密 集 ; 

(3) 对 于 七 中 的 任 一 非 空 开 集 吕 , 存在 非 空 开 集 Ci， 注 足 

Ga 门 互 = 丰 

(4) 对 于 蕊 中 的 任意 一 个 开 球 下 (zoro), 总 存在 瑟 (zl,rijC 已 fzoyro), 使 

得 
盏 门 吾 (riryj = 人 

证 明 (1 之 人 设 马 是 入 集 ， 于 是 闭 集 吾 中 不 包 会 任 一 非 空 开 集 ， 即 对 
于 任 一 开 集 C 有 如 站 ( 百 ) 关 基 所 以 (五 )* 在 苇 中 秋 密 . 

(全 (3). 设 ( 盏 )" 是 簿 密集 , 则 对 于 大 中 所 有 非 空 开 集 G, 有 Gm{ 盏 je 关 且 
于 是 3r E Gn( 本 .因为 如 n (本 * 是 开 集 ， 故 存在 E > 小 使 得 吾 (z,E) C 
Gn (五 jc, 取 G = 喇 fze) 即 可 . 

(3) (人 避 = Brzoroj, 从 (3), 存在 Ca = Btztel) C G 使 得 
Bfzi6m 百 = 和 只 要 取 r: = sj/2 即 得 

百 fzi,ri 门 瑟 一 有 . 

{ 才 亿 人 ， 用 反 证 法 . 车 召 不 是 朴 集 , 即 吾 有 内 点 . 于 生存 在 虽 fro,ro) C 豆 . 

由 假设 
3B(zuri] C B(zorej, 满足 吾 m Briri) = 由 
这 与 百 {fzl,rT) C 号 [zoro) 忆 百 相 了 矛盾 


推论 4 设 王 是 上 距离 空间 三 中 的 子 集 ， 央 
(1) 若 至 为 朴 集 ， 则 吾 " 为 稠密 集 ; 
人 才 本 为 稠密 集 ， 旦 吾 为 闭 集 ， 则 召 为 琉 集 . 


定 兴 5 在 苇 离 空间 (, p) 中 ,如果 豆 。 C 碟 人 = .站 2) 均 为 笑 疏 集 ， 
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则 称 它 们 的 并 集 妃 = 上 B。 是 第 一 网 的 集 . 
例 2 Rn" 中 的 有 理 点 集 是 第 一 岗 的 。 及 ”中 的 可 数 点 集 总 是 第 一 纲 的 . 
定理 6 (Baire 定理 ) 非 空 的 完备 蝗 离 而 间 (X,p) 一 定 不 是 第 一 网 集 ， 
证 明 ”用 反 证 法 . 设 X 是 第 一 纲 集 , 即 X = [已 。， 式 中 每 个 古 。 是 醒 集 . 
由 定 列 3 (4) 知 , 若 忠 是 朴 集 ， 则 对 于 任意 一 个 开 球 B(z,m), 存在 开 球 B(y, 人 < 
Btz, 站 ,使 得 再 (Gy 9 mm 再 一 妇 现在 任 取 一 个 球 ro,ro), 由 于 已 是 耽 集 ， 于 
是 习 忆 = 旦 (frri) C 吾 (zo,roj, 使 得 吾 : 门 百 = 由 不妨 取 mrm = 1,0<rr<1 


由 于 也 是 蔓 集 ， 对 于 开 球 忆 !, 3 理 * = B(raray C 吾 :, 使 得 互 : 门 百 = 由 不 妨 
取 和 < Ya 区 172， 一 般 地 ， 对 于 开 球 卫 * -1 一 闻 (fn yyrn_1hh 由 于 瑟 = 是 破 集 ， 


习 品 。 = 吾 (zayrn) CC 呈 。 1 使 得 百 。 五 。 = 和 0<rn<irmn 1 三 2 而 
EnTpi ma) 袜 na 改 -， 时 开路 三 阿 . (DD.1.1) 
由 此 可 见 {fzn} 是 基本 列 ， 从 而 38 E 式 ,使 得 
Ja 
另 一 方面 ， 在 fD.1.1) 中 令 忆 一 oo 得 ef,ra sl1Am 从 而 
攻 研 再。 YPE 到 . 
由 于 吾 , 门 可 三 遇 人 由 所 以 y 王 盏 。(Ym), 从 而 





但 这 与 荆 天 相 了 矛盾 ， 所 以 天 不 可 能 是 第 一 纲 的 . 
Baire 网 定理 有 很 稳 应 用 ， 下 面 举 两 个 例子 . 


例 3 设 闭 区 间 口 = fa, 忆 是 不 可 数 的 ， C 是 严 的 完备 子 空间 .对 任意 的 
点 2 E 提单 点 集 {z} 是 辣 集 ， 由 定理 6， 


C= Ut 
工 革 个 


不 可 能 是 可 数 并 ， 即 C 是 不 可 数 集 . 
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例 4 考虑 有 极 大 模 给 出 的 完备 空间 (CI 下, 由, 记 百 =17 ECi0 | 7 处 
让 不 可 徽 }, 则 吾 在 它 加 ,1] 中 的 余 集 是 第 一 网 的 ， 由 此 可 见 ， 吾 是 非 空 的 而 且 
不 是 种 一 纲 的 ， 

证 明 记 大 = Co.U, 令 


-frex 





3zEe 扣 1 使得 | 二 和 





<m vs 
式 中 0<r+hn<l. 若 了 在 可 徽 ， 则 3m, 使 得 了 E 4, 所 以 


pe 
瑟 = 天 一 瑟 C | ad 人 .1 


下 面 证 明 Y4，。 都 是 朴 集 . 即 要 证 明 (4)” = 由 若 能 证 4 为 闭 集 ， 则 只 要 证 
(4 = 自 

先 证 4n 是 闭 集 ， 对 任意 的 态 所 网。， 太 所 双 m， 使 得 天 一 致 收 伍 到 矿 . 再 
为 大 拓 nn; 习 它 [0， 1]， 使 得 

| 六 (十 各 一声 (ztj| 三品 列 |. (D.1.3) 
因为 Yze E 0,, 即 fzs} 是 有 界 点 列 ， 所 以 有 收 敏 子 列 ， 不 芒 设 zf 一 zo (在 一 
co), 则 zo 6 日 ,利用 { 记 } 的 一 致 收 全 性 和 不 等 式 
| 六 (as 十 联 一 匆 (o 十 )| 


所 | 六 (zz 十 了 一 页 (oz 十 问 | 十 | 天 (z 十 各 一 砚 (zo 十 月 )|， 


在 (D.1.3) 式 中 令 天 一 co, 即 得 
|jalze 十 和 一 玫 zo 计 么 如 站 |， 
即 万 < 4 所 以 4 为 闭 集 . 

其 次 证 4。 是 芷 集 ， 用 反 证 法 . 若 {4a) 天 凡 则 存在 名和 4n. 由 于 (4n) 
是 开 集 ， 所 以 3s > 0, 使 得 豆 ( 而 ) C 4 于 是 存在 一 个 折线 函数 9(z)j, 全 
得 plg, fo) < s, 而 且 9 的 每 外 笠 率 的 绝对 值 都 大 于 m, 因而 9 E 有 ( 轴 ) 但 是 
9 二 4r; 得 到 矛盾 ， 所 以 _ 

(BC 4 


只 寺 1 
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是 第 一 网 集 . 证 毕 . 


在 微 积分 理论 中 ,要 购 造 一 个 处 处 不 可 微 的 连续 函数 比较 复杂 ， 但 是 例 4 表 
明 ， 至 ' 是 第 一 纲 的 ， 所 以 百 不 可 能 是 空 集 ， 否 则 五 = 羽 ' 将 是 第 一 纲 集 ， 与 
Baire 定理 矛盾 . 这 就 证 明了 处 处 不 可 逢 的 连续 旺 数 的 存在 性 . 上 述 例 子 表 明 “大 
多 数 ” 连 续 函 数 都 具有 这 种 性 质 . 





8D.2” 开 映射 定理 


引 理 了 7 设 和 Y 都 是 Banach 空间 ， 也 是 天 到 YY 上 的 线性 映射 , 则 了 是 
开 映 射 的 充分 必要 条 件 是 ， 36 > 0, 使 得 
了 10, 1 2 世人 0 全. (D.2.1 
证 明 必要 性 是 显然 的 ， 下 面 证 明 充分 性 . 假设 条 件 (了 .2.1) 成 立 ， 任 取 玉 
中 的 开 集 全 ,项 证 了 多 是 了 中 的 开 集 ， 由 算 子 了 的 线性 性 质 知 ， 芭 件 (D.2.) 
等 价 于 
卫 (27 了 了 U( 人 mr，Y2 ES VYTr>D0 


加 所 了 本, 按 定义 3zo 和 环 , 使 得 
320 一 卫 Yn0- 


因为 厂 基 并 集 ， 3 巨 (zo,r) C 琴 , 于 是 取 = = rd, 便 有 
(TYo,e) CC 了 吾 (zop) C 工 促 - 


好 加 王 Yro 是 了 全 的 内 点 (参看 下 页 图 D.1D)， 


定理 7({ 开 映射 定理 ) 设 X,Y 都 是 Banach 空间 , 和 落 衬 E 好 (X,Y) 是 满 映 
射 ， 朵 允 是 开 上 映射， ( 即 第 六 章 定 理 6.2.1.) 

证 明 用 Bfrm TO, 分 别 表示 天 ,了 中 的 开 球 . 

(1) 证 明 35 > 0, 使 得 字 瑟 (0, 1 > 区 (0,36). 这 因为 





了 = 了 X = 【TB(0,m， 


年 一 
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而 了 是 完备 的 ， 所 以 芋 少 有 一 个  E 机 使 得 集合 了 8 人 ,ma) 是 非 朴 的 ， 于 是 
元 5 位 而 存在 内 点 ， 故 3rfyo,r] E 开 B 作 何 ， 考 虑 到 了 B(0,mn) 是 一 个 对 称 凸 
集 ， 便 有 区 (-yor)C 工 Bt0,r) 从 而 


瑟 (0,m] 





图 也 .2 


人 ,Fr) 忌 57Go 十 ;5(-go) C 人 吾 f0,m) (参看 图 D,2). 


由 了 的 齐 次 性 ， 取 6 = "73m, 就 有 了 Bt0, 1 区 (D, 3 人 





8D.2 开 映 射 定 理 ”343 


{2) 证 明 开 Bf0,1) 2 EX0, 中 ,相当 于 证 ， 对 于 Ya E Tr(0, 5 全, 要 在 王 (0, 1 
中 找到 一 个 zo, 使 得 加 = 了 zo. 这 即 是 在 召 (0, 1) 中 求 方程 Taz = 加 的 解 . 用 杰 
次 通 近 法 求解 . 出 (1 加 ET 人 CC 了 0,173) 帮 3zrl<e3(0,173), 恒 得 


站 
| 一 了 zi 上 芭 了 


令 矿 = 加 一 arl, 再 接 (及 ET0,673) 亡 卫 BIO0,1/9), 故 3zsE (0,1732)， 
使 得 


丰 
jy 一 了 zz 和 拯 ， 
一 般 地 ， 对 于 屿 = 有 -1 一 了 xz E TI06A37)] 人 开 昌 10,1732+1)， 习 Yn+1 大 


妃 (0,173"”), 使 得 


可 
yn 一 了 8n+i|| 乏 车 T 3 1 全 二 12 


于 是 六 le < 172. 记 ze = 于 2 xn 则 有 zo E 3(0,1), 而 县 
妇 一 1 
| 一 an-1 一 全 2 一 
一 wo 一 了 (ol 十 za 十 … 十 汉 n) 川 < 未， 嫉 二 1 ,2 


记 Sn 一 于 ze 则 Br 全 To， TS 加 人 人 oo) 区 因为 下 是 连续 
的 ， 所 以 Tao 二 克 FI0, 引 和 了 Bt0,1) 成 立 . 再 由 引 理 7 即 得 工 是 开 映 射 . 
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第 一 齐 
8 .1 
3、 取 百 = 4A 日 即 可 . 
4- 站 口 4 
?， 当 加 > 。 由 单 调 性 | Jim 六 (z) > ea 故 


如 = 季 庆 四 > 时 jc4={zllimAe> 中 = 癌 如 cc 和 


反之 , 若 ze 4,，3noE 于 使 得 户 o(z) > @ 即 ze4no 有 ACT 4 


于 一 工 
9 lm 4 = Jim 4n = [一 1,1. 


玫 一 Do 


10.， 证 明 百 和 lim 瑟 。， 以 及 im 五 。C 百 . 从 而 有 im 盏 。 = 吾 . 


下 -下 全 


12， 只 要 证 明 上 ,1]C _ lim 4。 以 及 im 4ncto,1] 即 可 ，Yz Et0,1]， 


中 一 S 


7 和 机 , 当 不 衬 太 | 妆 革 时 ， 于 是 工 E 划 要 味 ] = 4 从 而 有 


(0HUc LU 站 全 = im 加 
位 二 1 工 天 空位 
由 集合 列 上 极限 的 定义 ， 
个 nikSn 


二 VPm EN，38>n, 使 得 rzE 4 
< ER，3 天 之 mi 使 得 0< ersT< 拔 . 


由 于 基 个 1 二 所以 <z<1 故 .ER 4 co]] 
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8 .和 


1 人 1 成立， 全 2) 不 成 立 , 例如 可 取 广 = [0 27], 4 三 [DA2]， Fr) = sinz， 
6 lim 4 一 及 门 吾 ， Jim 4n = 4 吕 召 . 


下- 


8， 必 有 要 性 . 由 大 X) 一 丈 因 而 FL4mnBC 天 全 门 天 有 是 显然 的 ; 由 了 的 
一 一 杜 , 证 明 74AfLB) C FTC4m 忆 .充分 性 , 只 需要 证 明 了 是 一 一 的 ， 用 
反 证 法 ， 

9 用 诸 fo 有 abe 国 .Y 六 E 和 对 应 于 (ab E Qz, 于 是 L < 
ii = 嫩 = ho; 显然 有 卫 c 4 故 No< ld 

10， 乔 用 第 9 题 ， 在 竹 意 开 区 间 中 找 一 个 以 有 理 点 为 闯 点 的 区 间 即 可 . 

11、 记 4 为 可 数 集 ， 4 为 子 集 的 势 为 m 的 全 体 ， 则 

Mn 一 六 X 间 XXX 人 14 一 庆 一 No， 


号 


又 设 忆 = 昌 4 为 4 的 有 限 子 集 全 体 ， 于 是 有 |B| = 》 No = Mo. 
刀 一 1 


人 二 

12，18| = 2"， 事 实 上 ， 对 于 Y 户 定义 图 集 G1 = flz,f(z))ip EX] 则 
如 世系 x 瑟 . 杉 || 2 一 22. 

可 证 对 于 任意 子 集 4 C 大, 总 存在 无 不 动 点 的 一 一 满 映 射 9 : 4 一 4 事实 
上 ,4U4E zzjlee 4 是 4x4 中 子 集 ,所 以 ME IJ4ual<14xdl = 
dl. 故 4~ 4U4 即 存在 子 集 4 4z C 4 满足 由 = 4 U424: ma4z 一 有 
旧 二 二 由 记 丰 总 如 在 4= 丰 吕 4 上 定义 g 如 下 : 

蝇 A = 交趾 as 一 的， 

VE E 2 在 余 集 4 = XANAXRE' 上 构造 无 不 动 点 的 一 一 满 映 射 9 : 4 一 和 4 
定义 了 :天 一 天 如 下 Pixr 二 和, Pa 一 信 则 了 二 吾 且 天 已 是 六 到 号 
的 一 一 揣 射 ， 扬 以 | 本 衬 2 . 

13， 用 反 证 法 , 著 Wr > 05 一 人 可 ERIVD + 好- 站 CQxQ 风 
0, coj| 所 了 xx 色 = 8o. 下 上 盾 . 

14， 设 女 是 平面 中 任意 一 个 图 . 4 EC 先 证 明 C 中 至 多 有 可 雪 个 点 与 又 
的 距离 为 有 理 数 ， 
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在 吾 中 取 定 点 4, 记 mM = ffE 和 13 E 殖 , 使 得 直 4, 互 ) = 7 册 是 可 
数 集 ， 不 妨 记 作 {ra. 以 4 为 圆心 ， re 为 半径 作 癸 Cu 则 已 上 忆 Cu Ut4h， 
于 是 已 = {4} UUc: 户 吾 ) 而 Cam 吾 至 柬 可 数 ， 故 | 如 | = io. 

16， 用 反 证 医 ， 

17， 了 wx 表示 ?nm 阶 有 理 系 数 密 项 式 全 体 ， 则 |P| = Mo. 每 个 MTz) E Po 的 
根 的 个 数 不 超 过 mm 个. 记 4 = {z E 亚 1apEe pn,pfz) = 0 则 全 体 代 救 数 
4=Un4。 因而 |4j= 于 。Ro = Ro. 

20， 任 到 a E 天 不妨 设 品 天 六 om 仿 

盏 一 {a, oa) 让 GD 大 大 7 人， 让 
则 FI 瑟 ) C 百 . 著 百 = 区, 则 可 到 召 = XVtal. 

21， 如 第 12 题 那 样 作 分 解 ， 4 = 41UAa, 4 4 4a 且 4imas = 且 

22，、 实 际 上 要 证 ec = 28o -= 3ho 一 ,从 而 cha 一 {2ro0ro 一 2ro 一 ， 

23， 用 反 证 法 . 

24. 记 和 下 = fd4E2xFdC4A 关 天 令 百 =U4E2Y|F4)C 
4 站 天 区 }, 证 明 F 百 ) = UHF)IAETF; 证 明 吾 旺季 中 的 最 大 元 ， 用 反 证 
法 和 证明 天 瑟 ) = 吾 . 

25， YE Cioi, 令 ar=TFffrllre0HngERenp3. 而 了 一 ar 是 
一 一 的 ， 所 以 ICf, US ce =e 

26， 因 为 重 = 人 : 展 一 及 避 19: 职 一 和 1 = 2 所 以 | 亚 | 衬 2 晨 . 又 每 
一 个 的 图 像 都 是 及? 的 一 个 子 集 ， 故 | 覃 | < 231 = 2 


人.3 








1， 注 意 到 4U 囊 = 十 U 再 ,以 及 YE 册 和 > TEA4Az}, 于 是 有 
zel4dU 盏 和 > zE 有 UVzT 
< ZE4fzluaBz 
< 全 了 E 相 忆 下 - 
3.9YzreEf47 有 {zalC 册 xzn 一 工 于 是 YaEN3fyrjc4， Ji 3n， 
= 2 抽取 对 角 线 序列 加。 一 所 以 zxE 4 从 而 (4 CA4 故 4 是 闭 集 ， 
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因 ( = = 机 U(47= 凡 区 故 过 是 闭 集 ,又 94 一 全 4 故 
84 是 闭 集 . 

4. Ye J4, 存在 以 有 理 点 为 原点 、 有理数 为 半径 的 开 藉 好, 使 得 4 门 Bz = 
{2. 

5， 利 用 2 题 或 用 反 证 法 . 

3， 利用 zz E 由 拓 盖 2E dzl. 

9.， 证明 了 RAWE 是 开 集 . 

0， 只 要 证 明 百 亡 本 = 由 可 用 反 证 法 . 

11， 对 于 任意 开 集 如, 令 风 = 位 ERnldz GE 1 则 尼 = mn 对 
于 任意 闭 集 ， 考 虑 它 的 余 集 即 可 . 


12， 事 实 上 { im 六 (z) < } = LU 个 { 天 (国生 入 一 二 上 并 且 
{| 丁 .Pe)>z 对 = 入 局 人 Aiz) > 和 一 二 
13， 定 义 连 续 函 数 w(z) = im 天 切 一 站 Fo), 则 


f 在 点 工 连续 乓 辣 ww(T) = 
记 4 = {fzlufz] > 17m], 则 4 是 闭 梨 ， 是 {|Fe) 在 = 连续 | = 摇 4 














14.、 设 4= 加 本 一 各 Cu 则 已 Cc Ca. 可 以 构造 疡 < C( 民 ")， 使 得 
户 | 本 = 记 |es 0 0< 天 <1， 则 im 疡 人 ) = XAIDZ]. 

15， 用 开本 盖 定 理 - 

17， 用 反 证 法 . 若 五 无 孤立 点 ， 不 妨 设 严 < [0, 忆 , 将 [0,]] 两 等 分 ， 若 每 个 
区 间 都 含有 无 穷 示 个 玉 的 点 ， 选 取 其 中 一 个 记 作 五 ,使 得 z1ER{ 注 : 若 zi: 恰好 
是 两 分 点 ， 则 将 分 点 稍 称 动 一 点 ), 此 时 | 五 | < 172. 若 有 一 个 区 间 是 空 的 ， 就 用 包 
售 焉 的 那个 区 间伐 昔 [0, 1], 再 两 等 分 后 取出 五 . 于 是 员 = 五 门 王 是 无 穷 梨 ， 
且 1 全 2 . 

再 从 五 出 发 ,选取 到 ,使 得 zaErfz, | 瑟 | < 1722 而 机 = jn 是 无 穷 集 , 
这 样 可 选 出 区 间 讲 六 症 天 了 :三 | 于 | 二 0znEp 有 二 加 站 玫 是 
无 穷 集 . 于 是 存在 唯一 的 9 E 门 环 ， 易 见 了 E mFm ,从 而 有 站 皇 王 但 是 红 关 zn YYm 
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矛盾 . 


工 训 . 
I9. 
20. 
21， 
22， 
好 ， 
24. 
26， 


用 反 证 法 .利用 开 复 痊 定理 . 

利用 中 心 是 有 理 上 党 ， 半 径 是 有 理 数 的 球 作 覆 盖 . 

利用 有 春 闭 集 上 的 连续 沙 数 达到 最 小 信和 定理 ， 

势 是 c. 

证 明 吾 " 是 开 集 ， 

取 Eai = fgfz, 风 ) < 了 本 让 站 一 人 2 有 二, 珊 外 ， 
可 了 六 (ze) = TAUL 十 AU， 五 让、 

因为 吾 C 尺 上 闷 , 所 以 末 和 下 = 肌 盏 门 瑟 一 吾 关 有 


反之， 首先 证 明 有 界 ， 车 不 伏 ， 3{fzn] = 已 C 兄 


和 za 由 < 人 n+ 县 limlzol = oo， 


于 是 瑟 = 由 所 得 闻 盾 说 明 已 有 界 ， 不妨 设 己 C Bit0). 着 已 不 是 闭 集 ， 则 
3ze RNP, 令 尽 ={fzacR 司 得 za 一 2 且 盏 ={fz} 于 是 开门 三 = 外 
与 已 知 条 件 矛 盾 . 故 斑 是 有 界 于 集 . 


27， 利 用 直线 上 开 集 的 构造 ， 
第 二 章 
3921 
1， 对 于 Ye > 帆 通过 构造 开 符 体 覆盖 ,证 明 和 (4U 局 么 入 全 十 2， 
二 了 7( 吾 ) = 0. 
5， 考 虑 连续 阔 数 op) 一 mo" (至 站 (一 co ?中 
6、 否 .， 
7 了， 证 明 rm"(BV4) = 由 
8，、YK < 到, 存在 开 集 Cr 2 吾 , 精 足 rm(Gn 和 mm (本 二 1 取 刀 一 
六 人 五 邑 可 ， 
9， 利 用 等 测 包 和 证 明 im mm (Be) > 圈 " (lima 瑟 )， 反 疝 不 等 式 的 证 明 是 容 


易 的 . 
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10，、 帮 4, 吾 的 等 测 包 ， 分 别 记 为 和 万 . 证 明 meGU 再 ) = 吕 (4J 喇 )， 
mn(Gnm] =0 mr(GVd) = 0mr(BNVB) 一 

t2， 仿 照 弛 .1 中 例 4. 对 于 召 中 的 点 2 芒 当 2 一 3 E 王 时， 记 作 一 处 
根据 这 一 等 价 关 系 “ ~ "”， 将 百 中 一 切 点 分 类 ， 凡 有 等 价 关 系 者 属于 同一 类 . 从 
每 一 类 中 取出 一 元 风 成 点 集 化 , 则 你 C 瑟 . 兹 证 化 不 可 测 . 若 不 然 ， 设 化 可 
测 , 若 mt > 机 因为 环 一 人 = 好 一 攻 zyE 你 } 会 有 球 吾 (0, 全 所 以 存在 
zE( 卫 一 环 Jmno,r 关 0. 于 是 3bzE 风 zz=Y -2 显然 症 关 z, 这 与 集 三 
的 定义 矛盾， 于 是 只 能 m(] 一 0 但 是 记 Qnr = {ri}, 已 c 局 (W + fre) 从 
而 有 和 (再 ) = 0, 这 与 m(B) > 0 矛盾 . 

13，、 利 用 第 12 题 的 结果 ， 用 反 证 法 . 

15， 理 . 由 一 维 开 集 的 构造 ， 对 手 任意 非 空 开 集 @, mfG) > 0， 考虑 闭 集 
下 CC @ 昌 mm 本 一 5 一 a 令 如 = 加 外 (了 Ufay ui G 是 开 集 ，mfC) = 
所 以 = 由 坝 蕊 避 = 正 Ufayu 人 f， 因 而 环 是 闭 集 ， 所 以 环 = [可 - 

16、， 否 . 

20， 利 用 第 18 和 19 题 的 结果 . 

21， 在 正方 闭 矩 蛋 了 = [0,1j x [0,1] x .…… x [0,1] 中 构造 类 Cantor 集 王 , 乙 
得 mfF) > 0, 取 其 余 集 加 = 有 FE 即 可 ,此 时 已 = 工 

22， 证 明 m*( 百 ) = 0. 

23， 证 明 m"(Q) = 

24， 不 妨 设 吾 C [@, 避 ,mm( 吾 ) > 0 用 反 证 法 . 若 不 存在 zi,zz E 吾 , 使 得 
zi 一 2 人 @. 记 {ra]= 和 mt0 一 器. 构 嘻 可 = 吾 二 rn 则 吾 。C [@, 妆 一 名 ， 
且 ma 可 = 交 ( 现 当 半 关 各 时 ， 殖 no 门 玉 = 有 于 是 


TU 瑟 ru 一 nr) 所 如 一 922. 


一 1 
由 此 得 到 m{ 玉 一 0 与 (Ba) = 和 m( 呈 ) >0 阵 盾 ， 
站 ， 相 造 开 集 他 | 3 吾 ，Ga 了 可 5， 满足 mtGIAB) < ef2 rn0GCaAE) <EA2 
即 可 . 
26， 利 用 4.3 习题 中 第 19 题 . 
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28，、 是 的 .可 以 考虑 等 测 包 . 
29， 它 就 是 等 测 包 ， 可 或 妾 为 吾 的 Ga 进 等 测 包 .对 于 任意 可 测 集 4, 有 
门 症 了 了 百 记 44 石门 4 吾 门 4 丸 . 由 于 
1 (机 一 nm (六 和 十 也 阅 4) ma( 百 ) = (有 mn 和 于 ( 理 有 4， 


即 得 mm{ 瑟 站 4 = me"( 瑟 mm4) 
31， 考 虑 到 = 人,1VE，， 
32， 用 妈 纳 法 证 明 ， 


虚 


n((Uone] > Sm( LU -了 manD)> 和 (LU 


了 二 二 1 一 二 了 


了 一 
+ 
33， 与 第 19 和 2 题 相仿 ， 


34， 了 nm 五 ) 二 和 TA6. 
35.， 记 引 = 人 全 性 开 集 ]，I| = c 且 Borel 集 族 着 = er(8) 记名 一 归 


= (Uie :< 村 ) ， 
其 中 作 ” 表示 由 字 中 之 集 的 束 集 的 一 切 有 限 并 组 成 的 类 , 刚 若 0 < 有 < 六 就 有 


台 蕊 际 世 史 Crf3) 以下 
zf 台 ) 一 U 你 


友 实 


由 此 有 |e(8Si < ec 故 | 关 | = ec- 
36， 对 于 任意 开 算 体 志 有 jazl = oj 对 于 任意 开 生 体 列 五 , 严 ，…, 国 ， 


有 ja 门 G2 瑟 门 :… 门 幸 下 | 一 妈 | 门 五 所.… 门 瑟 |， 故 


2 pi-m (Usz)=w 三 - {( 


了 一 1 


0 


对 于 一 般 的 有 界 可 测 僻 用 开 爷 剧 豫 盖 列 逼 近 . 
82.2 


2，、 具 要 证 明 充分 性 . vt 3fra} C @ rn 单调 下 降 到 纪 则 
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百 { > 身 二 【人 j ETF> rn 


性 二 1 


3， 音 先 证 明 对 于 任意 开 区 辣 (o, 了 ,三 !(a,B) 可 测 ， 再 利用 -- 维 开 集 的 构 
造 ， 证 明 对 于 开 集 G, 集合 广 1(G) 是 可 测 的 ， 

7 了 7， 考 虑 变换 了 了 : R+ 一 R+， Tz = Vz, 则 卫 将 区 间 变 成 区 间 ， 从 而 将 R+ 
上 开 集 喘 射 成 开 集 , 将 及 + 上 的 堵 集 上 映射 成 闭 集 . 证 明了 将 戈 集 映 射 成 Fo 集 ， 
从 而 将 Gs 集 映射 成 Gs 集 . 证 明 当 癌 " (五 ) =0 时 ， 有 mm 他 百 ) 一 0. 对 于 一 般 
可 调 混 吾 己 了 + , 利用 等 测 包 来 证 明 T( 吾 ) 可 测 . 记 丽 = {fz| cz) > 贞 ， 出 

{fzlrfz > 甘 = 开 (BO)U(-T( 有 RU))， 

对 于 函数 f(17z), 则 考虑 变换 卫 : r = 1 

10， 瑚 (z1 一 lim nz ++) 一 2 记 


4tm = 人 eole[F(z+z) -Fa > 二 
则 当 了 EClta, 自 时， 4xm 是 可 测 集 . 那么 
年 后 fa 区 全 去 串 产 (z) > 寺 
二 yym3N VE> RN 使 得 EFzTLD 一 Fo 三 tm 


< 和 半生 人 UU 让 am 


仙 一 1 让 一 1 碟 袜 科 

14、 设 疡 (z), 户 (z) 是 两 个 函数 ， 称 Fr) = ( 玉 (z), 疡 (z)) 为 耻 : 值 函数 . 

R2 值 可 测 函 数 的 定义 是 ， 对 于 Ys,tE 及 ， 
他 1F(z) E 人 ee) x (seo]j = 让 | 人 身 门 {1 产 ( 枚 > 对 

是 可 测 集 ， 于 是 

(1) 了 是 可 测 阔 数 *> 万 (z), 户 人) 是 可 测 晒 表 ， 

(2 了 是 可 测 本 数 后 一 Y 有 2 的 开 集 妇 的 原 像 集 广 区 1G) 昆 可 测 集 ， 

15， 寻 于 YYyE 四 ,十 ， 记 甩 ( 轨 三 位 | Fe 四 > 向 ， 则 瑟 ( 坟 是 可 测 集 . 
记 玉 = 人 | 可 a fc, 区 > 儒 ， 先 证 明 及 = , 册 ， By)， 然后 再 王 明 可 = 
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U 。 喇 人 地 ) 即 本， 


3EIoUmQ 

16， 先 证 明 责 (p 筷 映 = 几 有 (7 生 站 . 

17. 记 丽 ={ee 嫩 帮 人 和 人 CC 再 则 栈 赴 记 Jim 本 = 吾 C 吾 则 
mm( 卫 \ 荔 ) = 0. 从 某 个 适当 的 Br 出 发 找 它 的 某 个 闭 子 集 民 

18， 利 用 第 17 题 的 结果 . 

19， 可 用 反 证 法 ， 或 证 明 {0 < z < 1|f(z) -gz) < 时 一生 以 及 10 <z< 
1l7(e) 一 9(z) > 中 = 下 

22， 作 类 Cantor 集 瑟 C 各, 让, 使 PE = 172, 下 是 完备 集 ， 必 严格 增 范 
数 了 :上 1 一 则 ,使 FF) = 卫 其 中 旺 是 Cantor 集 ， 取 不 可 测 梨 4 CC 开 ， 
记 召 = Fi) 易 知 m*fB) = 0, 互 可 测 ， 但 是 4 = 广 1(B) 不 可 测 . 

23， 利 用 上 题 的 结果 . 


82.3 


1， 利 用 定理 2.2.5 证 明 中 的 构造 
2 记 政 = 瑟 E< feilSETD， AD(z) = Hz)xas(z), 于 是 玉 9(z] 有 
界 可 测 ，f(z) = 》 ”Fo(z), 在 每 个 Br 上 用 简单 函数 列 和 逼 近 每 个 Fe) (>), 再 将 


是 一 1 


它们 整合 起 来 ， 

3， 取 { 各 ]} 使 得 由 ( 磁 ) = 172n, 其 让 太一 各 芭 荆 莹 中 | 态 人 | 区 各 上 
令 an = lj/nh， 则 在 如 上 ， lan 玉 (z 中 和 ln 央 丙 mtjiimBt) = 0， 故 
Jim an 产 (z) 三 Dae 成 立 ， 

4 令 本 ={ze 到 | gp | 大 > 二 上 = BE(lim 友 =0). 则 
De = 口 崩 权 , 且 lanm 人 ED) < m(D9) 

5 对手 Y 3 布 上 蕊 使 得 m(BNB) < 172i 量 在 为 上 思 = 一 户 刚 在 
豫 画 上 勾 一 下 所 内 m 人 (EN 和 怠 ) =m( 栈 (B\ 马 = 0 

6， 用 叶 世 罗 夫 定理 ， 

了， 落 题 中 的 收 策 是 在 C [0,1] 上 一 敏 收 误 ， 则 存在 , 妃 , 使 得 
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| 六 (全 一 大 人吉] < 1 一 下 加 <177， 工 E 五 . 
从 而 有 | 疡 ;su (z) 一 天 | < 227 六 zE 吾 . 对 于 非 一 致 收 和 化 情形 ， 考 虑 用 叶 姜 罗 夫 
定理 ， 并 用 对 角 线 法 . 
8、 可 令 Bak = 吾 (| 玫 | < 有，4x 一 广 恺 ok 
9， 考 虑 用 反 证 法 . 
13. 记 中 三 ina 十 (有 人 天 一 天 宇 扣 访 册 天 三 二 PR 且 (| 订 一 天 衬 o) 
必要 性 . 因为 六 全 站 对 于 Ya> 中 有 0D<jimnik<a 故 im 了 一 0 
充分 性 . 已 知 limn ju = 0, 习 ax > 0 使 得 
本 和 at 十 ( 吾 (| 大 一 川 之 at 和 近 基 十 1 
于 是 ak 二 0，mm( 到 人 | 六 一 天 ah)) 下 0 对 于 Ye > 0 3j, 当 上 > io 时 有 
去 司 从 而 re( 吾 (| 产 一 川 宇 护 一 0 
14， 对 于 Y 交 习 再 ; 广 卫 , 悟 得 由 [BAB)] < 1 且 在 两 上 天 一 片 于 是 
VE > 0 只 要 天 充分 大 就 有 吾 (| 庆 一 用 > 引 C 吾 所 这 
mL( 吾 人 天 一 月 > < 1 
由 了 的 任意 性 得 六 一 3? 乒 
15， 由 于 职 ( 瑟 (| 起 ,一 月 兰 ) 芭 同 ( 且 (| 忘 一 用 宇 G72) 十 各 (下 全 一 大 | > 
a/2)). 取 正 数列 as = 42 由 产 交 了 以 及 Yj 大 一 大 ,市 
引 ， 使 mm{ 吾 (| 站 一 用 之 72 么 aa72， 
3 和 ， 使 加 (如 (| 六 一 所 :| 宇 aA/2)) al72. 
于 是 和 ma( 吾 (| 六 一 用 站 ) <m. 用 好 纳 法 取 第 态 > 大 -1 使 得 mm( 瑟 作 太一 
月 > 扣 本 1 3 使 得 如 (如 (| 天 一 下 ,| 宇和 四 /2 因而 
人 (至 (| 大 一 刑 关 四 近 提 令 了 二 oo 即 得 页 合子 
16， 利 用 第 9 题 的 结果 . 
17， 古 = 所 /3,7 -人 7 引 . 
18，YmE 卫 3 本 uC 至, 使 得 如 为 闭 全 ，mfE) < 17m 且 了 在 已 上 过 
续 . 今 





354 ”附录 卫 部 分 可是 的 参考 解 管 或 提示 





天 Th En 


和 = 产 = 六 -| 
六 0， 天 后， 

则 了 = 六 十 加, 矶 是 可 测 函数 ， im 电 三 了 一 lim 访 . 证 明 mm( in ga 一 

邯 可 ， 的 

19， 在 (0,eo) 上 考虑 画 数 9(z)] = 2 , 利用 第 16 题 的 结果 . 

21， 因 为 户 邓 六 有 子 列 户 3 大 由 于 户 友 专 +1 几乎 处 处 成 立 ， 因 
而 记 学 

23， 着 { 户 } 有 几乎 处 处 收 伍 的 子 列 各， 因为 mm( 吾 ) 有 限 ， 所 以 { 户 上 是 
依 测度 收 黎 的 子 列 ; 反之 ,车 疡 ; 是 依 测度 收敛 的 子 列 ， 则 它 有 几乎 处处 收 北 的 
子 列 户 。， 

24， 由 推论 2.3.11 可 得 ， 或 直接 证 明 ， YR& E RN 3 闭 集 不 C 五 ,使 得 
mf(BEAE < TAR 则 用 mw 是 下 上 的 连续 医 数 . 3 罗 CCR")， 使 得 外 |x = 
用 后. 对 于 Ya > 人 0 有 吾 (l 和 一 用 > DC 了 人 困 而 各 再 (| 央 一 和 > 到 
1 -0. 

25， 记 4 = 和 七 芝 下 | 太 人 < LT7 癌 , 取 疝 < 和 妇 < ,使 得 
BA4SJ < 12 取 ma 苹 1 区， 使 得 如 > 2 全 

有 0， 当 史 天 mi ， 
1， 其 他 . 
则 宇 忆 =co 世 芭 大 = 壮 Ia 全 
乓 二 4nikns 一 JR 由 Apikni 
则 
= 0， 





2 站) 一 Jim (1 出 Ren， 】 < Lim 阿 TS en 有 < Jim 


1 
汪 ， oo ii 一 】 


当 芋 和 各 ,1 天 三 Jim a_ 门 4njtn， 时 ， 习 5 使 得 对 于 YI 之 也 有 zE 4nwrni ,此 


咎 > 


时 fu {z)l S 1 < 172?. 由 此 得 和 lp (zj| < 之 六 < oo， 
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26。、 对 于 0 <e<1 有 下 ={z| 下 (2z) > 时 下 为 区 间 ， 并 且 | 天 | = 
2v 和 sg 二 二 所 以 灰 二 0， 

对 于 任 一 固定 的 FE [0, 1], 考虑 子 列 rtj， 满足 概 限 limn rs; 存在 但 不 等 于 
z， 子 是 (pe -worj) 一 co, 因此 二 ，-+ 但 是 存在 一 个 子 列 rs,， 使 得 
lpk' /ge 一 z| < 17gk,， 对 于 这 个 子 列 瑚 , > e ,因此 极限 im 姑 (z) 不 存在 ， 


第 三 章 
8s.1 


4 ji 下 = 盏 < limxs (z) = Xafz]j，K = 12…， 由 于 画 数 列 
(xsefe} 单调 上 升 收 全 到 xetz)， 上 fm 一)xm(ajd 由 Levi 定 
理 知 ， 

im /7to)dz = 人 Flex (zjdz= 上 Faydr， 


站 一 
8， 记号 -二 太 ()) 则 汪 fr) >0 且 单调 上 升 收 剑 到 二 大 (人 ). 子 
是 有 


At 


二 lim >》， 王 /po )Jdqz 一 /Ar 2]qz. 


6 人 rdz=- 王 上 fle)xa (zjdr= 六 王 JGxnsodz 


- 上 ffzjdz 


8 记 配 = BE < 2 则 出 = BC > 9) 计算 级 数 ， 


了 


5 yatmt(B(/ > 2]) ) = 和 2》 mn 可) ) 22 kar 瑟 ,) 
皮下 下 一 0 了 一 J=0k=D 


= 呈 o -Dm(B) = 和 2hm( 画 ) -mi 加 


了 一品 TD 
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因此 S 收敛 < 于 27m( 感 ) 收 敏 .与 第 6 题 相同 











了 风 m( 瓦 ) 收 仇人 > 了 E 世 )， 
JJ 
9， 用 Levi 定理 . 
LI0，、 用 定理 3.1.8. 
11， 对 于 任意 = > 0, 记 救 一 本 大 > 晤 . 则 当 ze 殉 时 ,有 1> T 
国 1 1 夫人 1 
一 TI 本 > 一 If 又 Yze 三 ,有 < 宝 名) 盖 T 二 让 (下 
不 (0 
行 一 mm 有 了 T 友 ( 柯 业 立 三 上 人 雪 [ 瑟 让 )， 
因而 有 dim， Tt ) 一 0 < 一 im 站 他) dr = 0. 





中 工 十 二 他 ) 
12， 定 义 函 数 五 (r) = 1/ Tadm 那么 瑟 () 是 单调 上 逢 了 数 上 
门 百 ofr 
(0) = 0 Feo) = / ffzjdz 因为 mm(Botr)) 是 连续 函数 ， 所 以 瑟 (r) 也 是 过 
百 


续 函 数 ， 
13， 对 于 Y 有 E 本 构造 





Bi =( 革 <7s 去 )， 了 -01 


天 au 一 百 ( 子 定 郊 


十 


工 





元 了 
专 ,= (去 <y< 2 


) 了 一 站 1 ,25 一 1 
下 ax 计 吾 (9 之 吕 )， 
Ke2R 上 28 


办 加 = 半 志 Xery(o，Pr(z)= 》 其 X8 (人 
了 一 日 J 一 0 
则 lim 和 = 疡 Jim px 一 由 于 是 由 上 weidz = 人 modz 得 全 He)dz 


-- yd 


i7， 用 定理 3.1.8. 
19， 将 了 分 解 成 正 部 与 负 部 讨论 . 
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231， 必 有 要 性 显然 ， 充分 性 用 反 证 法 ， 
22， 只 要 证 明 mmfB(f < 人 肌 ) = 0 襄 用 反 证 法 . 
24. Ye > 0,36 > 0, 使 得 当 |z| < 上 时 ， 有 
域 ) - rol -= | 全 5 到 = 人 -Fo < 
于 是 |f(z)/zl| 有 界 可 测 ， 因 而 fr)Ar E 工 [- 贞 引 .、 记 怠 一 了 [一 5 人 显然 有 
有 2 < 世 ( 瑟 ). 
25，、 将 加 , 呈 作 器 等 秀 ， 站 一直 二 和 区 二 在 念 
记 一 外 
护 m (2) 一 >》 于 ( ]Xi6 DEL 


了 一 0 


在 加 , 引 上 we 人 z) 单调 上 升 跑 化 到 jz] ， 因 此 有 
1 
1 rt-= 由 /rar 互 a 
考虑 函数 如 ae)] = ma( 吾 交 上 0a), 丰 0) = DR1L) = 于 ( 瑟 ); (ea) 是 连续 增 项 数 . 
30=ao<a<: <an= 1 使 得 mm( 吾 门 [ai = 并 mr 记 现 = 百 门 
丽 一 1 
间 o 加] 一 呈 fo)xeisngi(a) < Ac)， yn 单调 上 升 收 生 到 大 因而 





全 一 1 
上 flzjdr = Jim 加 ofzjdz = lim >》 二 fa 
， 了 = 
易 见 一 般 地 有 ay 之 六 ,Fei) 宇 闷 右 ) 由 
/war> 上 oldz 一 人 rodz> 人 下 字 )dr. 


我 


全 1 
28. 令 j@= 六 xm >9 > m( 配 )= / Flzjdz > 9 至 少 有 一 个 


了 1 
1 百 ) ) > ft. 


31， 首 先 证 明 对 于 YXK 有 声 (z) < 天 +1(2) ae 记 lim 痰 (z] = 引 2)， 再 
证 明 = 9g，ae. 成 立 . 
32. 记 8 = 吾 ( 人 一 四 吾 = 吾 人 nm 苹 |F(z)| 拓 姑 十 车 则 
已 = U 肋 ， ras = 人 人 Urls < oo. 


刀 二 0 于 一 0 


对 于 Ye > 0 ,使 得 
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二 人 | Frz)idz < E. 


2 


记 妈 三 口 吾 ， 则 人 (zldaz < E， 以 及 ml4) = 之 i( 记 。) 近 ma(Eo) 上 
8 


空 wm(Bo) < m 人 za)+ 三 有 Falaz< 人 Falas。 
33， 在 Cantor 集 的 余 集 上 长 为 3-" RE 2"-: 个 .因而 有 
FIzd7 一 你 mn 13 一 二 3 时 naf3)” = 3. 


也 ,1 DT1 2 ji 


34， 由 的 一 致 连续 性 ， 对 于 任 给 的 s > 0 存在 5 > 小 使 得 当 严 一 名 二 0， 
就 有 |F(z) ~ 天 罗 | < = 因而 有 


二 eg oo 【4 十 4 
了 这 De+ngldz= 主 厂 oldtz= Mar<oo 
台所 一 1 一 占 


折 以 羡 [Fan6ll < co，ae(0,5, 从 而 lim /flz+ni)=0 在 zefn 引 上 几 
莘 生 | 于 下 交 

乎 处 处 成 立 . 选取 其 中 一 个 zo E 旧 ,), 习 六 ,使 得 当 m 袜 癌 , 有 |fzaTn6 咱 区 e 

于 基 当 % > ro 十 Ai, 就 有 | < 2 


3.2 


1 当 矿 > 沁 时 ， 万 一 9 过 Di 当 六 立 六 时 ， 8 一 夺 由 用 Fatou 引 理 . 
2 ， 当 所 ae 记 有 | 忘 | zs | 天 用 Fatou 引 理 可 证 明 |f| e 蕊 到, 再 由 定 
理 3.14.8 得 FEE(B). 当 瑟 人 所 取 用 平 处 处 的 收 伍 子 列 - 
3， 直 接 计算 得 人 天 (adz = 0, 所 以 衬 1/ 六 (zar=0i 又 主 所 人 
在 民 全 且 和 be 鼎 
了 TI ec55， 听信 Eee 


一 中 放下 一 全 站 工 四 了 
考虑 方程 ae = 妈 的 解 mm 二 1 了 则 


矿 | 六 避 dz = 广 [ 态 (zjtdz 十 人 | 扩 (zjldz = 袜 ， 


所 以 三 二 (zjldz = oo, 其 中 常数 <=2[(() 5 - 全 二) 
4.5.6.7.8， 的 用 控制 收敛 定理 .第 45,6,8 题 极限 是 0, 第 7 题 极 限 是 VT72. 
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9， 交 换 积分 与 求 和 次 序 即 得 ， 但 需 验证 运算 次 序 可 交换 的 条 件 . 
10， 首 先 证 明 mm(B(f > 1D) = 和 于 是 
cm =D)+ 上 Podr 
五 { 福 1 
由 控制 收 敏 定理 lim | rtzjdz= 由 即 得 <=mlBt 二 2 所 以 Ym 
呈 直 o0 本 ( 夺 <] 

人 了 (ds 一 0 故 天 zl 一 0 ae[ 忆 (< 引 ] 从 而 了 = Xa, ae.[ 巴 ,其 中 

c 工 
4 一 ( 了 一 1， 

11， 扎 在世 目 上 荣昌 可 积 ， 故 上 er (ade = 0 于 是 大 (ze) 有 界 ， 几 
乎 处 处 连续 ， 因 为 六 -> 卢 邯 数 /也 是 有 界 且 几乎 处 处 连续 ， 故 1/ ora 


=0, 即 了 在 , 引 上 黎 曙 可 积 . 

12， 证 明 函 数 f 几乎 处 处 连续 即 可 . 

13， 用 Fatou 引 理 ， 

14， 已 郑 | 记 人 | 芝 加 人， 令 人 -oo 得 |Fz| 芝 Sr ,ae 由 氏 , 了 E 
ZL 本 ) 得 疡 ,了 EL(B 记 胎 三 加 十 9 一 | 碳 一 和 各 29 用 Fatou 引 理 得 


/peiz = 人 各 +g 四 -内 加 -Halas 


< mm ( /waz+ /adz- 上 人 -Xia 
-2 人/ vote- 下 人 六 @-Jallde 
由 此 得 
醒 ， 上 -fedzso 


435， 直接 证 明 或 利用 第 14 题 的 结论 . 
16， 对 于 Ye > 由 记 灭 = 了 如 (| 六 | > sh 证 明生 等 式 : 


志 | 六 (zh 
了 (六 | 和 E 让 所 上 于 | 六 (人 立 1 五) 十 ET 瑟瑟 


17， 由 积分 绝对 连续 性 ，Ye > 0, 存在 5 > 0, 对 于 任意 可 光 集 4 C 已 , 只 要 
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mt4) < 8 就 有 上 flzjdz<e 记 玉 二 吾 ( 扩 一天 >ejm( 梧 ) .因为 加 富 
六 习 丰 各 到 | 当 员 二 人 有 mm 下 去 在 琴 再 人 上， 天 人 区 访 伙 ) 十 Er 有)， 


从 而 有 
/re= 人 yaoaz+ 太 yoid 


< (Pd 十 E26 十 人 Pear 


了 jdr 祥 之 站 中， 
= 上 rpitz<ae+ 种 人 

19. 由 题 设 有 0 < Fr 一 9) SPz) -32 著 了 可 调 ， 出 由 

/aa) -sjdz<s 

推 得 一 站 E 也) 所 以 了 = 人 一 们 十 9 < 瑟瑟 ). 因此 只 要 证明 了 E 加 人 ( 吾 )， 事 
实 上 ，Az) = in g(z) = iam infe)， 

20， 了 到 一 lin 三 即 可 . 

21. 用 上 证 法 

3232， 验证 上 分 Im Fnzjldz < oo， 

民 ”=1 

23， 由 题 设 癌 ， z?1 flz)|，ze FE 工 (0,oo). 于 是 当 2 E (9 上 时 ， 
空 3| 了 (外 0 过 zl1， 
和 (2 二 入 定 oo 
玉 为 妃 E 克 (0, oo), 由 定理 3.2.7 逢 ， 了 区 存在 ， 且 连续 . 

25， 记 百 f = 了 及 (站 > 六, 瑟 - = 有 ( 人 < 由 ,证 明 辣 (本 一 0 一 

26. 记 帮 oz) = 人 laklxmx 人 2) Am = f 芭 二 生 遇 fz) > mm 选取 me 使 


此 一 1 
得 Tao) 立 472， 于 基 1 吾 5Admo) 之 人/2 成 立 . 从 而 


jz Fo ES 左 (四 一 | 


em va 


Tv 


fo1 Sm 


一 天 (了 了) 芝 mo 人 由 和 一人 一 中 


[aaamo 
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27， 已 知 Vz，jimy flz+ 朋 = Hz+g = 扩 z 一 存在. 沁 吾 = {zlf(z) 关 
jiam flz + 用 }， 则 已 是 间断 点 集 ， 要 证 再 \B = 马 , 即 妃 是 孤立 点 集 ， 考 上 
平面 点 集 马 = {(z, flz))|z E 吾 }， 它 应 是 孤立 点 集 ， 若 不 热 ， 3(# 7O) E 
吾 嘿 ,3 (za, flzn)), 使 得 rw 一 2 za] 一 7 这 与 fg) 关 lim fy 十 间 
矛盾 因此 吾 至 多 可 数 ， 从 而 已 至 多 可 数 ， 所 以 函数 了 是 黎 曼 可 积 的 ， 

28.， 不 入 设 1) < 1 令 


四 _ 了 工 12. 
可 = EUH=9， 刷 = 本 和， 712 
则 昂 六 一 个 主 天 太 且 一 UB rpf 丁 ) < oo, 函数 上 在 马上 可 积 , 且 
/ Haldaz < 1m(B) 
吾 ; 了 
只 要 证 明 级 数 吕 了 mm( 司 收敛 即 可 . 
30， 因 为 1 “Hajazl < co 对 于 ve>0aN>0 使 不 人 “Flaz < 
心 
Erfif. 当 2> 时 有 


下 R 吕 
= 了 fg(Ddt = 二 上 Fotbdt+ 二 上 Fogt 上 
虽 有 1(99(9d 一 | 人 | < 0 人 [Fldt < 5. 
了 3Xo > 使 得 当 > Xo 时 有 之 


1 广 1 产 和 2 
手 广 rrod|< aol |<< 


和 
三 UAlat < e 从 而 有 


故 当 > Xo 时 ， 有 于 广 7ostal 2 


83.3 


1、 积 分 值 为 (ms -Inaj/2. 注意 用 Toaeiii 定理 . 


2 BaTCtam 凡 一 arft8T， 
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4， 利 用 第 3 题 的 结果 . 
5， 利用 第 3 题 的 结果 . 


6， 记 帮 2 切 三 上 dt 风 并 拉 = 一 帮 2 交换 积分 变 元 2 妨 再 用 
Fubini 定理 ， 可 得 


让 Jreoa= 和 三 r@anar 
-reoaz= -ie 


另 一 证 法， 
太太 me@- 冤 六 7Gd 
1 dz 厂 dy 三 jd = 人 6 一 吕 / 他 一 加 的 d 
六 1 性 =@- 本 -90d 
所 以 


让 太 70a 
=- of/ Fitdt 一 上 rou -人 70dlj 
= 人 的 他 一 9 一色 -ef 加 一 凶 一 他 - 匡 生 = 


8， / Fidrdgy = 1 


9， 用 反 证 法 ， 
10， 第 10 题 是 第 11 题 的 特例 ， 用 Tonelii 定理 直接 证 明 或 用 第 11 题 的 结 
论 . 


1 apfz) =/ ffzydr 三 / zxXalesmtzydar， ef 是 非 侍 可 测 天 
互 (9 辽 2) 吾 
数 的 积分 ， 所 以 存在 ， 且 有 
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人 9 一 / 业 上 7(z)Xelgza(z)dz 
= /三 faxeeznG@jdy 


一 /au 矿 Jojty= 上 Jejstzjdn 


13， 因 为 了 _(a)+g(D)dzdy = 了 dz 了 Ce) 二 9 的 )dy 所 以 对 于 几 
子 处 处 ze 互 有 Fa ELE(B) 又 m(B) < oo, 因而 gfg) EC 加, 同 理 
了 [z) E 区 ( 百 ). 

14，(1) mr /2 (2 0 

15， 用 反 证 法 . 

16， 因 为 < ffz) < 思 = 上 ffejgtzjdz elc 加 所 以 有 

人 设 加 e tc g 由 函数 的 西 性 ，3 天 , 使 得 

吕 ( 鸭 阅 (oo) 十 下 一 加 门人 说 (十 也 下 一 名 广 
1 edtojgjdz> em + 多 / flaelaldz -】 = po)， 
王 王 
(2) 设 加 = (或 o 则 有 
人 (Fajjgtzjdz = 0， 
全 F(B] 一 田 本 Bi 
人 > 了 elf(zjjg(ajdz = eg 人 oodz=e( 了 leelaaz) 
17，V 丙 > 1 考 不 
0<TO 至 人 V7 加 +AVSGPte=o+2A+e 


其 中 ao= 人 oar "= 人 vTiar c= 人 ru 
到 别 式 小 于 等 于 堆 ， 
1< (人 Ad) < 人 Jade 人 vode 
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9 人) 两 个 时 交 可 分 作 夫 
1 re 册 = 二 碟 寺 林 , 它 在 (0 上 的 积分 作 艇 


/ Hzijdz = 玉芝 十, 它 在 (0.1) 上 的 积分 发 艇 


他 Fz 凡 在 加 熙 xio1 上 不 可 积 ， 否 则 由 Fubini 定理 ， 两 个 际 次 积分 
存在 且 相 等 ， 


第 四 章 
84.1 


1J， 用 Hatder 不 等 式 ， 
2， 利 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 及 团 函 数 连 续 竹 - 


3 显然 有 JE { /If(z)Pg(z)dz) ”< lll, 只 要 证 


茵 (人 1 IlaiPotajdz] > jl 
即 可 ， 
4 因为 上 m 本 = 了 HallPas < lellle, 因此 有 


|rllsta 
| 


En 





< | 川 ||w， 
用 Hailder 不 等 式 有 


了 
) 夺 = 


Miss<( 1 HOPaz) ”wm 加 机 = | 人 恨 ， mt 可 寺 ， 





全 十 
> 
一 lim Far 、 > | 


本 一 口 咏 外 这 加 
5. 和 6， 用 Halder 不 等 式 ， 
?， 信 ss 为 待定 共 斩 指 数 ， 0 < 工 < 1 为 待定 正 数 ， 则 有 
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广 ， 盏 一 了 于 命题 不 真 ， 如 好 严 三 [0， ]]， 


六 四 = i 在 均 了 反 Ti， 


1， 17/ 和 六 十 扫 1， 


册 在 (0,1] 上 E， 太 “2 Flz) = 1, 是 有 


， 加 lm 1 了 
/raz= 上 rar+ 人 dz， 于 < 2， 
1 17ia 
上 故人 -Drdz=G-a 册 31 
站 心 


11，、 引 入 辅助 函数 厌 fz]) 王 | 大 (十 Fe 十 | 产 (人 ) 一 夏 zl 刚 怀 (2 = 全 
2 7)|P. 利用 Fatou 引 理 证 明 


款 上 late 一 FlzjlPdz<0 


12， 已 知 下 2 六 supllfle 好. 由 Faton 引 理 知 ， | 系 革 ,所 以 
了 ETP( 百 ). 不 妨 设 了 = 0. 于 是 村 证 Yg E 妇 (五 )， 


jim 人 Acjglcjdz= 0 


卓著 和 (再 ) < ec. 由 叶 姜 罗 夫 定理 知 , Y5 > 0 了 5 < 吾 , 使 得 mm(B5) < 
在 贡 E5 上 太一 > 0. 易 见 


lim 六 他 j9fz)dz = 小 


上 一 的 吕 \ 5 


又 由 Hilder 不 等 式 ， 有 
aoeee|s(A jprdz) ( /eelraz) 
<A( /emran) 轴 


由 lg9(z)l 的 积分 绝对 连续 性 ， YE > 0 35 > 0, 使 得 
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气 上， 





(earazj “< 古 | 厂 As 


所 以 im 上 太 {z]8frdzr 一 0. 
(2 车 mmP( 百 ) = oo 令 Bn 一 志和 下 zl 入 吾 } 吾 R = 呈 38m 百 则 
Ti( 玉 na) < co 并 有 


六 arac= sm 了 eaz 


对 于 Ye>0adRo>n0 当 吾 > 时， 有 


7 
M( 人 peardz) <。 
瑟 A\ 巨 后 


| /rase)a| 芯 坟 头 ()8(P)Qz + 人 | 及 (zjgfzldz 





< | 了 ， Hejglajaz|+e 


令 关 全 oo, 即 得 结论 . 
13. v4Elw 证 明 /jlodz=0 
用 
16， 记 邮 = sup 六 < ， 于 是 对 于 下， 吾 (| 姑 | > 碍 ) 是 霍 测 集 ， 困 为 


久 荆 户 存 在 几乎 处 处 收 笋 子 列 ， 故 Hzj| < MA ae 所 以 jl < 对. 又 
YP> 1 有 


人 ffzj dz = 1f(zjllf(z)P dz < oj Lejldz = Ad 村 ， 
五 加 五 


汪 了 E EP( 梧 门 Eeef 百 ). 
又 


-feipazs 广 关 四 -FaNRG+HGDDP- :as 
百 百 
< (2M)2 六 - 首 : 一 0. 


18， 用 Secbhwarz 不 等 式 . 





368 ”附录 已 部 分 可 题 的 秦 考 解答 或 提示 





20， 因 为 pAr 十 Bt 一 As 二 1 记 玉 一 pXpz 二 PP 一 让 则 Di 十 ps 一 P， 
且 >fpi 与 sjpa 是 涉 辑 指数 ， 再 用 Halder 不 等 式 ， 

23、 无 必然 包 合 关 系 ， 请 构造 例子 . 

23， 根 据 定义 儿 疡 -~ 判 = = SR | 如 他 一 由 5 ,对 于 任意 的 < > 0 


Ia 上) 下 


总 存在 A。C 了 mnfA。) = 0 使 得 
| 六 - 痢 w 芭 sap | 刺 全 -FEI 因 - 败 < 十 记 ， 
工人 囊 \ 生 nm 
他 了 = 雪 和 则 mm 人 (GZ 0 吾 \E 蕊 吾 \ 和 na， 
sup | 和 (人 一 zj < 一 用 二 过 
zaE 百 WE 
令 严 一 上 即 得 在 EN 上 户 一 了 
26， 此 即 引 理 4.3.2. 
27， 利 用 z 空间 的 可 分 性 . 
28， 丽 数 w(A) = 和 efIp + 一 为 ?gl 是 目的 ， 


84.2 


41， 用 反 证 法 38 > c 记 Bo = (H| > 月 ,使 得 加 (Ba) > 0 构造 特 萄 
的 函数 % 以 便 得 出 矛盾 - 
4 对 于 尽 FE 可 ,有 0<A<lAf0+t-ANO =a 又 A++0l 一 
Ag E CI-L 下 由 比 得 AF 上 + 在 一 9 E 互 . 所 以 再 是 凸 梨 ， 因 为 CI-11 在 
工 :[ 一 1, ]] 中 竺 密 ， 只 要 证 明 Bo 在 CI-1,1 中 依 二 范 数 稠密 即 可 . 
6， 昌 然 有 Ifla: > 0. 车 1 川 2: = @ 则 
| = 0D， 了 = 0，a.e.， 


驴 laHaa = ellflal 显 拔 成 立 ， 北 证 二 角 不 等 式 ; 


1 
IF+o 有 := 上 ( 产 十 2 下 十 2 二 十 引产 g| 二 gdz 


芝 标 肥 十 到 # 轴 二 四 胖 二 起 肛 二 别 天 8 二 要 下 
= 人 下士 粘 术 十 和 + 有 
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霜 为 2 下 8 本 他 | 肥 二 二天 近 村 9 和 将 亚 不等式 两 边 加 上 人 Is 民 
十 | 产 皮 和 则 有 

中 上 由 十 才 关 全 有 肪 笃 汪 性 十 让 天 拉 w le 二 和 和， 
再 将 上 式 两 边 加 上 ij 上 E 十 四 虹 十 上 下 十 让 时 则 有 


人 8 十 iD2 十 人 让 二 四 二 作证 gl) 
代入 前 边 的 不 等 式 右边 ， 得 


中 士 曙 la 友人 2 十 ll 

当 |lgs ~ gmllai 一 0 时 ， 有 |lgs 一 gm 一 由 所 以 fo} 是 天 [0 了 中 的 柯 西 
列 . 

8 1 = lam lp 

0， 用 3chwarz 不 等 式 ， 

10， 若 函数 9 6 瑟 [0, 可 与 所 有 sin kz 正 交 ,构造 二 [一 r,r] 中 函数 世 证 
明 在 空间 三 [一 r,] 中 数 克 = 0,a.e.. 

11， 利 用 范 数 的 三 角 不 等 式 反 证 . 

12， 充 分 性 根据 定义 直接 证 明 ， 必要 性 用 定理 42.11 证 明 . 

13， 归 一 性 正 交 性 可 直接 验证 ， 用 Parseval 等 式 证 明 完 全 性 . 

14. 设 了 e 王 f, 世 ( 广 ) = 0 wm 证 明了 = 由 
6 由 ex 习 一 3 Kee 风 儿 ， Y 丰 成立 ， 知 


了 一 1 
-> (wu 同 ) 号 ， 


了 一 1 


成 立 . 对 于 YE 王 ( 盏 , 有 ( 户 wx) = 20e of 他)， 因 而 有 


上 时 = 3 (PoeP <22 | ee 用) 及 放 诺 = 2 吃 站 ， 
拓 一 ] 上 一 1 了 一 1 了 一 1 


性 


由 Bessel 不 等 式 推 得 Parseval 等 式 ||fl| = 2 只 外 成 立 . 


17， 不妨 设 丰 中 无 零 元 ， 记 一 7 川 7 它 是 单位 元 . 定义 pr={fs 
2 已 | 上 子 - 腹 < 二 证 明 {E7| 闻 e 大 }) 是 互相 相交 的 开 集 族 ， 由 于 亚 () 可 
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分 ，{ZP 只 能 是 可 数 的 . 
18， 已 夭 史 E 天 四 .由 叶 悚 罗 夫 定理 知 ，Y4 > 0 3 可 C [可 m(Bs) < 
他 在 [a, 间 \E5 上 的 5 一 帮 - 罗 直 区 [四 , 电 \ 百 5， 由 


bf)dz 一 (X4:PA) 一 个 ， 


/ pf 他)dz = 由. 


所 以 在 je, 引 NE5 上 Pse) 一 0 几乎 处 处 成 立 . 由 二 的 任意 性 知 史 = 出 ae 本) 
19， 利 用 叶 龙 凡夫 定理 证 . 
21， 利 用 Halder 不 等 式 证 明 


推 得 


2] wo 扯 
/ | 三 Te-noodlaz<lBlel 





22， pfz) = 30(7e -19jz? + 12(49 - 18ejz + 39e -105 s 0.832gz2 十 
避 ,8511 十 王 . 
23、 设 {et(zj,ezfz eew(z) } 是 六 的 正 交 归 一 基 . 令 


=-f <e 0, ee zj 


呈 20 c 吾 ， 忆 o =G/ 人 富 放 Oh 2, 则 有 

















玉 

二 oors 必 三 ae -2 = 
一 1 了 一 工 

一 ys ) 民 莹 上 E 百 . 

全 ee 2 < ea， YE 四 ,1 


六 
二 RN = 上 Ser(oPds < o2， 
[mn 7 一 1 
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24， 用 反 证 法 若 (天 1) = .mass[f(zj| 是 Ca, 名 中 的 内 积 ， 不 妨 设 
翌 三 企 六 三 1 区 YX 有 


OFg= 了 (as DA+ 中 -aa5Df 一 中 ) 


站 入 工 六 自 芝 工 世 1 


上 式 左 端 关于 》 是 线性 的 ; 若 取 上 大 rz) 一 呈 ,gfz) = mm 设 和 > 山 则 上 式 右 端 等 于 


了 [+ 0 一 ( 寺 国 云 ) ]- 计 [e+ 1 一 运 | 
这 不 是 X 的 线性 函数 ， 矛 盾 . 
25， 取 和 fz) =e /VE=e 字 1 即 可 . 
26. 也 - = {9E 工 [ ie 人 7) ~ 一 9 外. 
中 记 So = = 了 = 2 则 Sn -2 je (可 jlfl = 


亲 去 .又 


5 
《om 十 1 


lsota ao- 并 人 吨 安 介 ae 


了 一 m2 直 1 


1 六 ”- 2m+1 -CC 
- 呈 ,天 一 z2 了 2(r 十 12 一 93 7 


其 中 口 是 常 数 ， 记 gm{2) -or (z)] - Siafz)| 由 Minkowski 不 等 式 ， 
当 1 2 有 


了 2 on 1 ms 
gw 一 gms 必 入 3? 54HD2 一 是 大 安 3 天 二 1 万 
mm1 


jpd1+1 jj 一 ma+1 
< CafmT12 一 mm) 一 0. 
所 以 习 8 坪 天?( 吾 )， 使 得 gm 2 8 又 gm 之 ge+l 所 以 gm 3 3. 于 是 
lim 闻 afr) = 了 Ta,e,. 
TI 号 中 


车 mmz <p<e(m+12z 则 当 和 一 oo， 
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号 瑚 他 

工 1 一 二 
一 5Snral<M2 3》 Si 》 Si 0 
名 
了 一 mm 十 1 了 了 二 ?十 上 


所 以 | 天 个 一 名 地 用 三 村人] 一 Sa 十 全 wa 人 一 3 伙计 一 全 ae 
29， 考 虑 函数 xa = 》 `(Xay phjwpk 的 范 数 ， 利 用 Schwars 不 等 式 证 明 ， 


具 三 1 


30、 利 用 第 29 题 的 结论 反 证 . 


84.3 


4， 利 用 函数 了 的 积分 平均 连续 人 性 证 明 . 
5 令 al1e[o,i 等 定 ， 令 六 和 和 5" 分别 为 待定 苍 久 指 数 ， 直 接 计 算 ， 


frgtzj| < 上 ie 一 lgtDulgnP-iay 


<( /uve- Je(ledy) 办 (1 oo 


1 2 
-一 下 一 习 页 年 一 【1 一 SA 了 人 一 门 2 
= / 1 人 PalFs 一 朋 a-oxlgt dy 人 上 | 由 


TAG 入 


SS Hz 切记 "ay Hz 一切 Ge (的 dy 
如 下 


， 1 
， 忆 上 由 ， 
想 


玫 一 5Aa， 

。 芋 一 [| 一 中 和 ， 

设 解 得 
9 一 可 人， 
是 一 人 一 5 


=D，ozA=rpfr De = 和 TI =1d 一 17r. 
所 册 


1 8 一 1 


HaoUSl2e( ve- Jiotiedyj 下 (Jeraj 
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于 是 


reararsIIE Boiler 
故 上 F* 全 于 elell。 
6， 用 Fubini 定理 证 朋 . 
7， 用 归纳 法 ， 
8，(D 设 疡 > !, 对 于 lg(z] 促 ， 作 具有 紧 支 集 的 非 负 简 单 可 测 落 数 的 升 列 
{wx(ze)j 满足 
im ws(z) = |g(z ， 已 


1 
令 几 人 一 [es(zjjyzsigngfz)) 则 bsll = ( / eelejdz】 _ 显然 
0 < wsfz) 一 [pk(e)l7efpkfz nr < [orealgte = 台 (z)g(z). 
由 是 设 ， efzjdr < / (ojg(z)as < Myslls 故 广 wstz)de< Mr 全 
王 豆 五 
上 一 oo, 即 得 
je(eJPdz < MP . 
五 

( 设 p = 1 不 妨 设 gtzj > 0 用 反 证 法 ， 若 9EEEme(B), 则 存在 百 中 
的 可 测 集 列 {4k 0 < mtf4k) < co 天 = 1,2,… ,使 得 在 4 上 gz) 之 天 念 
扩大 (9] 二 着 4k (z)， 则 有 


姐 
wiseDdzj le > 下 全 = 是 2 


这 与 命题 所 设 矛盾 
9， 不 铠 设 六 > 1, 玉 为 卫 的 苍 指数 ， 记 


Po = 人 Telay 
要 证 ||Pl < 邮 、 对 于 任意 的 简单 可 积 函 数 ”(z) 估计 积分 
人 PearGas 
利用 第 8 题 的 结论 证 明 . 





374 ”附录 忆 部 分 习题 的 做 考 解 敬 或 提示 


10， 对 于 羡 7 E P( 机 的, 站 E 了 9( 盏 , 有 有 1 全 菩 ( 百 )， 认 ga 区 开本)， 
由 了 Dider 不 等 式 得 


| /ratejetndz =|] /reo nejoweds 


<(/ fetalgeaz) “人 人 poleejaz) 


接 定 义 有 :人 用 fl 0. 著 1 = 可 则 |ffz)lefzy = 总 ae， 从 而 有 
Fo =D ae (af = all 间 。 蓝 证 三 角 不 等 式 ， 当 1<p< eco 时 ， 宙 已 
证 的 下 dqer 不 等 式 ， 


时 十 玉民 = 上 1f(z) 上 MaJlPg(z)dz 








< TAGDP- olgGeidz 
下 
+ Fe 十 真 [一 | 起 () 人 ()dz 
已 
各 本 十 列 花 -PHFlls 十 1 十 疝 攻 le， 
所 以 | * 引 < leg = 1 情形 显然 ， 这 是 个 完 睾 空间， 事实 上 { 户 } 是 
忆 2( 瑟 ,9) 的 柯 西 列 当 且 仅 当 月 1 是 王 ( 瑟 ) 的 栖 丁 列 ， 由 此 可 得 王 ( 吾 ,9) 是 完 
备 空间 . 
12， 利 用 第 11 题 的 Hilder 不 等 汇 . 
的 二 全 ， 
13， 信 全 = 5 FTD 荐 , 其 中 4 表示 上 矩 功 4 的 转 置 . 
14、 和 = 士 1 士 i. 
15. YY 站 9 E S(R"), 只 要 证 对 于 任意 的 禾 项 式 P, 多 是 指 标 a, 有 
忆 .De (fx 的 皇 工 名 . 
因为 YFg ES(R")) 有 DeFeS(R") +9gEELR") 从 而 
De(y 扑 一 (Dr 用 *9e 天 (Rn 
故 只 要 证 明 已 .了 + 9 E TIfR") ,不妨 考虑 单项 式 P(z) = ze 的 情形 ， 
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PG)jxg(o= 人 sf 一 9gg)d 
= 人 ec 一 4 十 区" 一 功 9( 罗 9 


卡 


= 上 >. 和 (人 一共 3 FL 一切]ag 


R” ii 一 0 


中 
= 习作 态 -menwerogln)dy 
有 


一峰 
而 efe) 久 -9 ES( 了 ") 因而 有 P(z)7 sg(z) e 恶人 了 >) 
18， 若 9 E Ce(R"), 则 有 
jz 人 (xz 一 9g rr 天 zd 2 他人 苹 十 村 直 、 
i89= 吏 Ge rdz，ja3S 
因而 有 im 订 z] 一 0wYFEELIR")E>039ECe(R") ,使 得 儿 一 串 z: < <. 
于 是 |7z) - 误 | < e, 由 此 得 ,jn Ia e 所 以 Jiam | 下 = 


19， 用 反 证 法 .车 存在 单位 元 FE (R"),， 于 是 让 * 了 一 六 产 = 闻 所 以 
了 = 1 或 了 = 0 由 Riemann-Lebesgue 引 理 ， 疝 z) -0, 得 到 广 = 0 因为 
人 fl = 1 六 玖 了 = 0，ae. 这 与 所 设 韦 盾 . 


第 五 章 


85.1 


3， 玉 lo,1] 是 完备 化 空间 ， 见 84.3 中 例 3. 
和. 令 rn 二 (1 4172,173,…， 人 0) 几 
pfrenidzm] 一 maxflrn 1rmi 一 0. 
所 以 {,} 是 基本 列 ， 它 的 极限 不 在 中 ， 环 的 完备 化 裤 间 是 
责 ={fz= (6 | 名 eR samplel<co 直 


5 只 槛 证 明 {zn} 是 基本 列 即 可 . 
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8、 只 需 验证 三 角 不 等 式 .因为 lz- 中 > 区 一 中 一 儿 一 对， 即 
1+ 世 -ly 一 3 


tamnfarctan 上 一直 袜 tanfarctan lz 一直 一 arctan| 上 一 |). 
由 正切 函数 的 单调 性 得 到 
afctam 人 一直 之 ar7ctan 民 一 可 一 arttam| 人 一 由 | 
所 以 (RL,p) 是 距离 空间 . 

11， 记 (区 站 的 完备 化 空间 为 ( 误 ,p), 于 C 误 ， 只 要 证 明 驳 也 是 澳 全 有 界 
的 . 

12， 邮 是 紧 集 ，E CO). 对 于 Yz E 1,3pr > 0, 使 得 当 #E Bi-(z) 时 
1 一 六 zi < 1. 集合 族 {BiofzjlzE 邮 ] 是 邓 的 开 杆 盖 ， 37l,z2， …，Zm， 
使 得 

M CLUB (zh 


了 1 
于 是 1 < , 允 引 ,得 二 wy 认 一 M，YyeX. 着 记 了 = sup fo) az < 
一 ,使 得 
达 > jzn) > 了 一 过 
选取 收 伊 子 列 Ya，- 一 ro, 于 是 


- 荆 
5 Jo = im fs) > (2 二 ) = 


所 以 光 xo) 三 Sb ze). 考虑 函数 -2z) 3z1 E 区 ,使 得 
-FrzD = SR (一 F)) = 一 ji 天 

即 Xzi) 二 冲天 9 

15， 充 分 性 . 设 4 列 紧 ， YE> 了 山 取 4 自身 则 4 是 4 的 < 列 紧 网 . 

必要 性 . 设 4cCtEp Ye>0 由 有 = 列 紧 网 4e, 要 证 明 4 列 紧 . 若 虹 
是 4 的 网 上 是 开 的 ee 网 则 六 是 4 的 2 网 由 于 4 的 s 网 凡是 列 
紧 的 ， 4。 有 有 穷 网 ， 改 4 有 有 穷 2 殉 . 所 以 4 是 列 紧 集 ， 

16， 玉 中 的 归 一 正 交 基 是 有 界 集 但 不 是 完全 有 界 的 ， 

17， 利 用 Arzela-Ascnoli 定理 ( 定 到 5.1.1 的 . 
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18，、 考 虑 {siaRzl 的 了 集 百 = fsin%kz=12， CC, 证明 它 不 


20， 利 用 用 Arzela-Aascoli 定理 ， 

22， 利 用 Arzela-ascoli 定理 ， 

24，、 设 了 xzo = zo,Tzrl = 21, 需 证 明 zo = 1. 如 若 不 然 ， 则 

Hzo)EI) 一 PTzo 了 TI 芭 六 20, GT1 

得 出 矛盾 . 

26，ffz] 又 dle,Tz), 证 明 ffz) 是 C 上 的 连续 范 数 ， 最 小 值 是 怜 ， 最 小 
值 点 是 不 动 点 - 

27， 利 用 Banach 不 动 点 定理 证 明 . 


85.2 
3 三 个 角 分 别 是 Try/2,TA6,TA3. 
4 (03 下 Eco 一 0 当 z>0hi (aa ={9= 时 
5 = AH = Mi = 下 1 
8， 设 {ei] 是 标准 正 交 基 . 注意 到 (e - 户 ,e)] = (万 ,证 一 捕 ) 利用 Parseval 
等 式 及 Bessel 不 等 式 ， 有 
ylle 一 玉民 二 3》 》 | [er 一 户 ，ei 
| JE1 1 


oo 0 


= > 1(e 一 天 万 外 <e 一 大 | < oo. 
一 1 1 一 1 
故 时 le -大 及 了 一 Te 一 甩 P， 由 此 得 
ei 一 丙 = 》 (e 一 疡 , 方 ) 万 ，。e 人 广 ) 


即 el E jinspanf 加 }， 所 以 { 访 } 是 完备 的 . 
10，Yn E , 证 明 等 式 


henjes+ 0) 
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mo 


21， 击 Riesz 表示 定理 知 ， 存 在 如, 加 E 瑟 , 使 得 Yr E 互 ,有 
万 (人 一 ( 罗 芒 ) 了 一 二 2 
有 具 芒 上 ker 方 . 对 于 YzrE 殖 , 记 z 为 过 在 ker 方 上 的 正 交 投影 ， 于 是 
和 一 2 十 XU 王 一 工 2 十 和 382. 

当 ker 万 = ker 疡 时， zi 二 Yi) 因而 Ai 三 加 欠 ， 所 以 存在 ea E 立 , 使 得 
疡 =a 矿 . 

22， 利 用 Riesz 表示 定理 ， 

23， 不 妨 没 二 关 0, 令 记 的 = V 和 十 Ti, 则 1 = 芽 若 志 是 天 0.1 上 
的 有 界线 性 证 函 ， 它 在 CO 上 , 引 上 的 限制 是 严 于 是 


| 二 | = sup{| 冯 CPP = 匡 
人 三 (六 ) = 站 但 PVR 二 -yoo， 下 一 oo 
得 出 矛盾 . 
24， 用 反 证 法 . 


85.3 


5 车 4-1 1: 民 (4) 一 互 不 是 有 界 的 ，30 天 护 E 忌 (4), 使 得 | 4 加 | 赴 > 
中 念 4zn = 了 , 则 加 人 E 吾 sl > 可 4sall 记 Yr 三 加 咱 za 则 
1 4zall < 17n 一 0, 但 是 rn = 1, 与 4 是 连续 算 子 矛盾 . 

6， 利 用 Schwarz 不 等 式 估计 - 

7， 取 P， 0 os 于 贡 


二 mp=- 二 GTLU + +173 二 
< 广 可 定 
0 (zz 二 5 十 172)wz 


于 


呈 qt /二 
一 一 一 一- 一 开 如 ; . 
?人 三 十 7 二 1 一 -7 5 ww 十 172 ” 
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由 第 6 题 即 待 |4||? < 2， 
14， 国 为 14hnz,g| 区 上 4l=ilellleoll < llzllllylh, 故 级 数 y、an(4rz, 避 
收 伍 ， 祷 此 算 子 字 有 定义 ， 又 


[iT 
开 一 如 


因此 Iris 三 Ianlllal"; 


416. 证 明 浆 一 了 人 一 工 

20，、() ME = 5 

( 引 五 (ds) 是 闭 的 充分 此 要 条 件 是 省 ae 有 正 的 下 界 . 

全 因为 MY = 5 所 以 MI = My 二 > 8 一 页 即 乡 是 实 函数 . 

21，f(1) 已 知 书包 是 投影 算 子 ， (二 人 = 成 二 PT+GP+ 号 而 

也 十 @@ 是 投影 算 子 > (PTG) =P+Q 二 POQO+QGP=D0 
将 右 端 式 两 边 右 乘 一, 左 飞 已, 得 
POP+TOP=0，PQ+P9P=0 
两 式 相 减 ， 可 得 

忆 十 母 是 投影 算 子 后 忆 昌 一 遇 已 一 0 全 二 COPz, 罗 中 二 0， 风 全 四 
即 吾 f( 己 ) 工 吾 [ 久 ). 

当 呈 十 妨 是 投影 算 子 时 ，Yz, 有 ( 卫 十 鲜 )jz = Pr 十 辐 7 所 以 玉 卫 十 司 ) C 
鼠 [ 卫 ) 十 妨 (QQ); 又 Yzr, 加 有 (PPr+Qa = Pz+Bx, 所 以 已 P) 十 尽 (@)C 
刀 ( 己 二 对) 故 忌 ( 忆 二 全) = 尼 P) 十 已 () 

当 (P+@) 和 = 时 ， 因为 PrzlBr 所 以 Pz = 避 Or = 由 故 ker( 呈 + 鲜 )C 
kerPnmker 驴 ; 反 立 , 若 Pr = @r = 0 显然 有 (卫士 如 jz 一 0 故 kerPmnker 久 < 
ker( 己 十 久 ), 因此 er( 瑟 十 地) 一 ker 已 门 ker 人 地. 

(2) PQ 是 投影 算 子 二 (PG = PB8，(P9) = PS 二 0P= PO. 

当 已 @ 是 投影 算 子 时 ，Yz, 有 PQz = 母 Pz E 有 LIPImR(G), 因 此 BRPQO) < 
RCP)JmR(Q): 反之 , 若 yE RPR = Pr = 外 z 则 = Pr = Po,y= 
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Qzz = 9y. 所 以 y = PQy e BOPG), 故 RUPJnR(Q) c R(PG), 因 此 
RLP9) = RP)n RQ)， 

任 可 下 一 8 十 z EXerP 十 ker 马 则 Pri 一 0 外 pr3 一 0 也 和 rz = 三 外 zl 十 
PQxzz 一 外 Pri 一 和 疼 了 Eker 忆 和 所 届 kerPB D ker 忆 二 ker 久 .反之 ， 
时 了 E ker 王 外 有 三 生 一 六 Pr =0, 记 zi 一 和 rrEier 王 三 (一 外 和 和 ker， 
则 zz =?i 十 3aEker 忆 十 ker 所 以 er PCGkerP +ker 包 因此 

Ker 疡 介 王 Ker 成 十 ker 驴 ， 

2 人 一 人 由 P-Q=(P-e@ = 了 -~-Pq-QP+G 得 到 
328 = PQ+ 电 OP 将 此 式 堪 乘 名 右 丧 中, 得 到 29 = @PQ+QP= PO+GPG， 
所 以 P = 也 旬 = 他. 

( 位 人 (PP-G = 下 -EGGQPTO= 了 一 全 

(2) (3 YE(G) 有 rz=POzEE 所 以 RNIC 了 OP 

(3)] 一 (2 Yr,3i 使 得 @z = Po, PQzr = P2 = Py = @z, 于 是 PQ = 
@@; 又 了 一 已 = 疝 PiT CRGIL = BT- 印 ,因此 了 工 一 己 工 一 已 是 投影 算 
子 ， 同 理 , 有 (T -IT-P)= 工 - 己 即 名 PP= 晤 . 

当 已- 尽 是 投影 算 子 时 ，YY 一 ( 忆 一 旬 )z E 站 ( 忆 一 驴 ) 有 PPY 二 卫 (下 一 他) = 
(P-Qjz =yERPN 又 QI= 和 OP 一 名 jz 一 0 所 以 ge ker 和 = 瑟 G) ,于 
是 展 ( 己 一 避 ) C 羡 (PP) 折 下 [ 加 ). 反 立 ， 若 zzERPIeRIG), 即 3y 6 豆 , 使 得 
z = PyreERQ)+ =ker 如 ,于 是 (P 一 Qirz=Pr=Py= 了 ER 一 名 ), 所 
以 RR(P) 忆 瑟 ( 和 CRP 一 名) 内 此 阁 P 一 多 一 二 (有 提琴 后) 

对 于 9TEe RGB 二 ker 忆 , 设 上 = 妈 yy+z2 其 中 忆 z 二 小 有 


(下 -Biz=(P 一 虽 (QyT 可 二 PQ 一 人 +Pz 一 惕 2 二 一 间 一 一 中 PPz 二 0 


吕 ef 


所 以 下 (@Q)+kerP C kerf 忆 一 包 ). 反之 , 设 贡 E ker( 了 -名 hz 一 旬 E+( 代 一 名 )z 一 
了 1 十 23. 于 是 4 一生 2 生理 全) 疡 ra 一 人 一 图 ) 二 (已 一 懒 全 三 肌 3 EXKET 
所 以 ker( 已 一 已 ) CE 忆 ( 和 ) + ker 己 , 因此 ker(PP 一 名) = 天 地) 十 ker 到 . 

23， 呈 + 丸 - PQ 是 投影 算 子 4 二 工 一 (PP 十 四 一 P9 一代 一 六 人 一 鳃 
是 投影 算 子 拓 > (一 下 IT 一 全 三代 一 晤 人 一 忆 ) < FU = 


附录 已 部 分 习题 的 参考 解答 或 提示 。 381 


当 书 + 鲜 - 了 避 是 投影 算 子 时 ,由 第 21 题 知 ， 忆 们 一 天 人 一 号 ) = 
RIT- PnmRR 人 7 一口). 于 是 
ker( 书 十 外 一 关外) = ker 瑟 mker 外 ， 
kerf( 一己) 人 一 鲜 ) 一 er 一 PP) 上 Ser 一 名 ). 
推 得 尽 (世上 十 外 一 PQ) = 了 (了 了 )] 十 也 ( 鲜 ) 
28.， 4 一 (71,T2f2 np) 
85.4 

3，f) 【4zn 用 = (zn 由 抽 环 (由 贡 二 (4z 夫 : 

(2 用 反 证 法 . 若 4cn 47 则 存在 = > 册子 列 {znx} 满足 ||4znn 一 
4r|| > s. 但 了 是 紧 的 ，{znaxs } 有 界 ， 于 是 从 T4zw} 中 可 抽出 收敛 子 列 收 禹 到 
y 天 4r, 这 个 子 列 仍 弱 收 敏 到 久 与 【1) 矛盾 . 

7， 攻 皇 王 ( 百 )， 蛋 miaEE 宇 = 12 ,rm 使 得 

凡 一 yx 久 如- 
?一 | 
由 Schmidt 正 交 化 ， 可 队 {ri,za…… ,zaml 构造 正 次 归 一 集 {fel,ez,…… ,em} 即 
得 ， 

8 出 题 设 知 ， 王 = 和 忌 ， = jz = 角 mn 

鱼 4: 首先 证 明 





lzl? = 诗 les}， 4 一 


1 4 = sup las 直 
耻 袜 1 


yzEe 吾 ,有 





Ia 归 = | 至 hzn 
全 一 1 





”14azn 人 2 < supil4aPllzl. 
也 一 计 巡 
羽 K II < supll4o 
veyla3anoE 末 使 得 1 4 > sup 上- sy/2, 并 且 存 在 ye E 吾 ao， 满足 


IMaogroll > 【sup II4ol 一 so 
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记 半 = 9z)， 其 中 rne = gooyzi = 0 YI 了 关 no. 于 是 |z|| = jxeo 有 h 以 及 
1 有 = Maogoa 人 相关 (sapll4anl 一 =) lo 人 = (sapiasll - ej 人 电 . 
从 立 上 克之 1 
所 以 ‖ 4|| Su 4 由 - s 故 14|| = sup 4 得 证 - 
若 4 是 紧 算 于 ，|4nl| 0, 则 jin sup lnll = 0 故 , 电 An 一 久 4 


因为 才 4n 世 是 紧 算 子 ， 所 以 咏 4。 = 4 也 是 紧 算 子 、 反之, 设 4= 留 4 
是 紧 算 子 ， 对 于 任意 的 器 。 中 的 有 界 集 M, 可 着 作 吾 中 的 有 界 集 


[1 
下 ={== 四 IT) 
j21 





zn 所 末 。， 且 m = DY 天 za， 


则 
dj = 节 = 总 sm E Ad, 冉 T =0Y7 天 mn 


4 许 是 如 中 的 列 紧 集 ， 即 也 是 吾 。 中 的 列 紧 集 ， 所 以 An 是 紧 算 子 . 

兹 证 |4a|| -0， 用 反 证 法 ， 如 若 不 然 ， 则 存在 耶 列 {fnj} 及 = > 册 使 得 
14wj| > e 于 是 存在 gj 6 万,|lgnil 一 4wgoi|> </2. 令 芍 = 量 mn 
豆 , 其 中 rni = ien 一 0 YE 天 2 则 基 一 0 由 第 4 题 知 14 一 0 而 
{45; = 等 4uzn} 是 互相 正 交 的 点 集 ， 且 14 和 ‖ = |4niyezll > sy2, 得 出 和 
盾 

9， 记 {e)} 为 己 ( 酉 中 的 标准 正 交 基 ， 令 eofz, 几 = afzjejt), 则 [es] 
是 P2(B x 可 的 标准 正 交 基 , 记 上 天 一 三 ae 人 了 = 于 lou 全 


忆 FLz) = en = enet 
所 以 丽 j = e @@e: 是 秩 一 算 子 ， Ym， 冯 au 到; 是 有 限 秩 算 子 ， 因 为 


研一 


( 一 盖 ou 1 一 (二 这 + justfe， 


le- 站 < 人 + 工 守 )o5lP， 


并 一 1 一 中 十 1。 二 1 一 1 
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(o- 和 op 


1 一 1 





1 恒 ITL 
3 “| < 人 KP- ylosP 0 


1 二 1 ijE1 
所 以 玉 是 紧 等 子 . 

11， 易 见 已 : xz 区 zt 罗 是 工 (n 上 对 称 算 子 ， 若 卫 还 是 紧 算 子 ， 证 
明 xf(F) = {0} 从 而 有 羡 = 四 

12， 利 用 第 4 题 的 结果 ， 

16，、 关 为 4 ECfB) 4 = 由, 故 有 al4if0 = op(4jvf0 C 有 YAE 
apf4), 了 zx, 使 得 4zx = Ara |zx= 1 由 (dzxzx 一 和 即 可 得 m = 和 (4) 苹 
和 < MI = 

设 好 > 丈 > 册 则 有 |4| = 夺 . 事实 上 ， 显 然 有 对 么 上 4 兹 证 相 素 的 不 
等 式 ， YA > 0 有 


> 一 工 工 工 4z1 - _ 工 一 工 
14z| = ij(4(+ 4zj e+ 4z】 (4a(x= ae) X4zj| 
和 
六 Tax 人 入 十 工 4z ] 
1 | 
= 二 (Cele+ 过 Hsi 


: 1 
和 十 川 Az 一 X4 
到 入 = 人 azlzilzlb22， 则 有 


























al zl 人- 
haP 3afIEeP+ 由 acP) = lehl4oh 


由 此 得 |4z| 芝 开 由 | 所 以 14 和 于 困 此 14 = 对. 由 型 的 定义 ， 本 rn， 
个 得 | 天 s 过 主 ， 【4znyzn) 一 于 是 
0 莹 |4zn -Man 有 下 4zn 有 一 284(4zaza)+ Mn 上 
苹 14 人 一 204znzn) ad2 -0. 
从 而 有 im (4rn 一 果 zn) 一 几 ， 也 4 是 紧 算 子 ， {4zrn】 必 有 收 伍 子 序 列 {4rnu]， 


此 时 Ti 也 收 氏 ， 记 区 RE 人 区 D 风 直 中 二 1 4mrnx 一 44ro 三 MHzo, 所 以 
凶 Eap(4) 
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对 于 一 般 情 形 . 将 4 换 成 4 = 4 -AT 取 和 为 绝对 值 足 侣 大 的 负数 ， 使 
4 的 上 下 界 满足 Ms > mx > 山 刚 Ms eerfdx) ,因而 对 Eeepfd4)， 
由 于 一 (4 一 邓 ( 一 4) E ep( 一 4 所 以 4) E op(44) 


第 六 章 


86, 


3 人 显然 有 痒 由 衬 同 他 让 二 0 估 字 提 二 和 ae; az 有 二 由 zh; 
芝 证 三 角 不 等 式 ， 由 下 述 不 等 式 


怪人 的 3 十 全 的 村 (全 扣 的 本 二 区 的 jw 所 的 展 二 革 约 上， 
得 


2 1 (lz(9g(9| 二 | 的 区 的 Pd 


上 所 
< /qzOP+ieGPa/ OP+ 区 的 Pde 


册 
最 后 的 不 等 式 陋 边 加 上 1 (lz 的 二 leftb 民 十 太 的 展 十 节 的 站 dt 得 到 
百 
1/ (人 的 二 其 的 恨 十 佐 的 十 区 全 时 芭 作 zi 十 la)>， 


他 位 士 区 友人 十 忆 及 : 


(2 (Ce 站 由) 不 是 完备 的 ， 
9， 必要 性 . 若 天 是 入 空间 ，Ywfznj CC 天， 2 za < oo0. 双 YeE>0awEe 


本 当下 > 癌 yjpE 和 ,使得 








记 填 吃 
刀 全 
友之, 设 fas} cX ， 时 zell < oo 由 此 得 时 =。 收敛 任 取 开 中 林 
西 列 {gynj, wiiE 了 3mNiE 末 对 于 YpE 有 
lw; 一 ws+pl < 172-. 


令 富 = 一 gwcnm 二 3 于 是 23m 一 gw, 出 


+ 了 十 六 9 
< 工 llzs<s' 故 2 mn 收 煞 . 
妃 二 挤 及 一 1 
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和 ell< 和 tari<oo， wy= 并 m 收 全 
z 一 | 1 一 1 


故 子 列 gw。 收 茂 到 妨 其 而 如 也 收 黎 到 y 因此 区 是 B 刘 向 . 

10，a 可 到 [一 1 中 的 任何 数 ， 台 课 1 一 %eil = 一 = se 一 ael|、 

1 (xzEfzlYyE [一 IT ET 十 册 所 以 四 己 十 则 ， 腾 
YEz+ 凡 必 有 IT, 从而 二 + 对 cf 一 [了 =T 二 对 ;反之 ,车 
[可 =2+M, 则 z=z+0OEGE[r]， 

(人 2) XU 是 -个 线性 空间 ， 只 要 证 明 | 是 一 个 范 琢 .显然 |[z 川 宙 叉 
|[z 直 = 和 时， 即 

infflly 几 yz 十 好 一 0 < 加 
亦 即 [] = 0. 慈 证 三 角 不 等 式 和 齐 次 性 ， 
和 g+ 图 上 有人 十 村 人 < 全 人 二 的 Y eg E 乓 
所 以 
人 ffz] 二 图 计 系 infile 放 富生 人 于 十 inf 人 和 因 E 国 ;= 请 下 十 人 
允 因 为 
lafz 计 冬 |elle 刘 Yz Efo 
于 是 
Jafzjj 友 latingle 几 E 区) = Je 下 
所 以 (Xi 用 是 一 个 线性 同 范 空间 

(3) intfllz 几 ze 加] = inflle 几 r =z+uEMT=infllz 二 串 jye 
ad 

{ 生 因为 映射 由 满足 下 列 运算 ， 

帮 z 十 角 一 匡 二 引 二 加 十 团 = 区 十 下 
dfaz) 一 [az] = ar 二 朵 =atz+ 王 ) =alz] = et)， 
所 以 蔬 是 入 全 时/11 的 线性 贞 射 ， 又 YE 束 有 届 (zl = 由 s 和 ez 作 所 以 
硬是 有 界 肌 射 ， 从 而 是 连续 映射 - 
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(5) Y[z] e Xi YY E 全, 均 有 员 四 = 节 . 因为 上 [zl = inftlylly E 
Z 十 对 }, 3yEz+ 对 使 得 ， 和 | < 2[]， 

{f6) 设 瑟 是 也 空间 任 了 到 夺 1ad 中 的 柯 西 列 {[za]}， 则 存在 子 列 {f[z]}， 
使 得 上 [zwi] - fsi+ll < 2 于 是 

Hz; 一 Zn 一 infflzn -rn 二 imeMl< 2 
用 归纳 法 选取 加 E zei 十 J, 使 得 好 一 扣 j 由 < 2 于 是 { 和 是 元 中 
的 柯 西 列 ， 存 在 极限 ro = im yo,， 因而 Jim lgni] = mu 区 ns] = 区 0， 故 
Jrn] = Poj 

{ 们 YE, 则 fc 一 FOOD)E 1 所 区 了 = FI0) 二 -天 0 于 是 映射 

T :四 m70 是 天 =Cii 到 收 的 一 一 满 映 射 ， 又 
站 及 上 = if 十 中 E = [0)|， 

所 以 了 基 等 距 司 构 . 

15 5 = 上 CDlat 

17 设 nig2 ,gm 是 了 的 基 ，VzeX 


T(m) 一 > 方 (z)9)， 
了 一 


其 中 访 是 天 上 的 线性 泛 函 ， 先 证 本 任意 压 上 的 线性 泛 阔 是 连续 的 . 
18，3h : 工 P{ 及 ) 一 工 ?{( 民 ) 称 为 哉 断 算 子 .显然 有 


lsa 一 圳 = ( 广 15sw(z) - oemdz) 


一 ( 广 ate)dz 十 广 llzjjPdz 一 站. 
所 以 8 -了 区 YEN 今 


也， 他 芝 业 拉 下 十 二 
anfTy 一 
0， 其 他 . 


则 | = 了 (So 一 站 an = 一 any 人 Sn 一 站 an 一 en 有 h 于 以 Sn 一 开关 3 攻 
Sn 不 一 致 收 伍 到 工 
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$6.2 

1， 利 用 开 映 射 定理 . 

2， 利 用 遂 算 子 定 理 . 

5. 设 95 增 有 界 ， 9c 天 ”可 看 成 无 "上 的 线性 证 画 族 ， 利 用 共 唤 定理 ， 
6 利用 第 5 题 的 结论 及 共 哆 定理 . 

7 利用 第 6 题 的 结论 ， 

8， 构造 函 数 沪 满足 |g = m, 9 = 用 来 证 明 片 :不 可 能 出 | 作 直 强 . 
9. 


定义 le 人 h 一 zll+ su Paz), 其 中 他 一 如 10 E 10 2 可 } 证 明 儿 由 
是 区 上 的 范 数 ， 再 证 明 ( 邯 , 中 上) 是 Banach 空间 ， 用 范 数 等 价 定理 即 可 . 

10. 设 全 < 世 必 了) 定 广 Pr) 三 Sup， 1zzll， 验 证 p(z) 满足 Gelfand 引 
理 的 条 件 . 

12. 记 于 。 = ker 4 定义 窗 映 射 证: X/Xo 一直 如 下 ， [zj) = 4z. 刚 
4eE BXAXo,Y), 训 是 一 一 满 映射 ， 存 在 邀 映射 印 7-1.， 由 道 算 子 定理 ， 和 1 
BY ANXo) 记 [] = 本 1 由 于 

人 sa] 一 El 系 有 lo 一 有 让 一 0， 

所 以 En] 一 [ol]. 

人 著 因 =0 则 [zol=0 取 =YnEfzn] 满足 

ze 双 [za]l < 2 中 二 lll， 

则 4zn = 协 ,， 因 为 zm 一 山 所 以 nm 一 0， 

(2) 车 加 天 沁 取 xzo E [ao 使 zoll<ajfzoj 记 d= 双 4 和 中 风 

4zo 一 交 [so] = 4zo = yo， zoll 笃 吉 bo， 

选取 we [za -- z], 使 得 un < 允 [z] -- [fxo]l 令 sn = an 十 Zo E [mn], 所 以 
4za = 旬 i] = 和 ;za 一 zj= jal<2 引 4 有 wo 一 加 | 一 0 因而 ze 一 到 
忆 


|lea < lzall + ae 由 友 虽 [eolll 十 到 ea] ~ fo 


系 吉 加 站 十 到 交 一 加 上 三 2 到 je 半 士 e 由 
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国 为 各 一 如, 3NE 本 | 当 症 兰 六 时 有 


ioll -| 必 a 人 和 ln 一 锦 儿 么 zlleol aajl 笃 2yn|， 
查 此 | zl <5dllyos 当 站 = 1 2 一 时， 另 选 2m E [znj, 使 得 
zs 和 21fzn 直 芭 友 sai 
用 第 2 ,ZW _1 代 符 zi:zz，…… ,zw-1 即 可 . 

13， 将 4 分解 成 紧 算 子 与 有 界 算 子 的 匀 积 ， 

14， 题 设 4 E BY R(4) 是 闭 于 空间 ， 因 为 了 是 完备 的 ， 所 以 有 4) 
是 完备 的 , 于 是 4 : 蕊 一 忌 (44) 是 开 映 射 , 若 4 EC YY) 则 辟 (4) 是 局 紧 的 - 
Ni 这 与 所 设 dim 刀 (4) = co 矛盾 . 

: 局 部 紧 线 性 空间 是 有 穷 维 的 ， 

(1) 对 于 任意 的 登 点 任 域 几 交 是 紧 集 . 若 0 < mi < ra < 各， 并且 

ra 于 oo 则 oo 
天 =【[ rn 
科 一 二 

(2) 任意 紧 集 乒 有 界 . 

(3) 若 页 > 有 > 下 则 {6Y) 是 于 的 局 部 基 ，Y 王 的 索 点 邻 
域 世 3s>0 当 上 > 5 就 有 纪 3V、 只 要 取 si < 1, 就 有 CU7i, 即 
开 27Y.、 故人 { 他 -7] 构成 天 的 一 组 局 部 基 ， 习 rl, ,9m 拉 天 ,使 得 


一 1 
这 C 人 


令 了 = jinspanfrl ,azmjdmny 莹 in YY 是 三 的 闭 子 空 间 ， 则 有 AY = 
Y， YA 天 出 且 
王 1 1 
下 区 二 2 CL 十 于 做 

所 以 1 1 1 
玉 C 站 十 记 芋 十 开 二 于 二 并 十 本 人 
因此 了 < 在 你 +2 = 丈 = 记 VCY 故 瑟 CY 

I6. 利用 Lax-Milgram 定 想 和 Riesz 表示 定理 . 

17， 利 用 共鸣 定理 证 明 { 人 4 上 有 界 . 








酝 录 已 部 分 习题 的 参考 解答 或 提示 。 389 
18. 记 a = {ar}. 作 截断 如 下 ， Ymne Ni 令 atn) = fa 如 
网 人 ka 
分 ， 下 > 于， 
则 o9 em leeo 册 =( 恰 as] .对 于 任意 的 = 一 人 sj EP, 令 
及 ] = 并 .es 态 ( 划 = oe 


由 Hilder 不 等 式 ， 


入 1 Y 也 7 
| 产 们 | (二 exp) (ep) < latmllallzl， 
上 一 1 友 一 1 


因而 
页 E 如 (加 , 玉 ) = (加 ) 用 关上 夺 人， 
取 ao) 如 下 : 
忻 17P 
fa xp-asna /和 lp) 3? 帮 一 1 2 1 
站 二 上 一 上 


0， 天 > 竹 . 


则 ze zt 和 = 不) 一 ( 室 lasp])  ， 奔 愉 人 ll= iatole 因 
为 时 nex 收敛 ， 因此 Ye e 忆 , 有 supn ID < oo 直 关 中 定理 和 


sap| 关上 一 一 (wm) = |lall。< ec. 
故 了 是 灵 上 的 线性 泛 国 ， 了 = 5- Jim 太 E (Siela 到 3 = fs， 


lesj-: 
本 


则 人 e 归 = 到 Ts = 人 和 ell 四 而 1 = 由 al 
19， 记 3 = ker 思 ,区 = [ 吾 ), 它们 是 闭 子 空间 ， 构 造 张 量 和 
和 = po 由 大 一人 aa 人生 大 ouE 巧 1 


令 站 = 有 + 则 (用 用 是 Banach 空间 ， 
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(1 om 一 扣 0 事实 下 , 若 半 EnmXl, 则 吾 z = 0. 习 1, 使 得 r = 瑟 y， 
于 荐 四 = 吾 z = 百 ?1 = 百 y 二 了. 

{2) 定 多 算 子 几 : 和 全 大 疝 (ui 一 一 十 DE 天 ,有 用 ( 环 一 百 f 再 2 一 了 
所 以 起 是 满 的 ， 车 2 十 呈 一 [0 一 一 和 于 0 站 3 关 三 税则 有 和 三 = 凡 所 以 
凡是 一 一 的 ， 久 

4 人 = 要 十 2 友 全 十 直下 = 攻 e,e 由 
所 以 4 和 引 瑟 天 存在 赣 算 子 ， 且 
赂 1 人 Ya 
(3) 在 天 上 定义 新 的 范 数 川 g 咱 三 要 - 号 + 可 守 jh, 出 zl 和 册 咱 , 县 
jiz 册 = Uszll+IBeL= 几 e - 忆 e, 吾 zj 吕 二 二 4 和 下 4 一作 
所 避 川 :用 与 作 目 是 天 上 的 等 价 范 数 . 
(4 定义 下 一 用 天 :区 FU 则 
凤 上 = 站 环 人, 人 用 友 本 上 十 人 if 二 车 区 用 
所 以 疡 ES X) 易 知 吾 = 瑟 4 1 E 好 (大 其). 
20， 六 EP, 4F EREP, 即 这 | 宇 oo < co. 故 Vie Ni 级 数 羡 ao 万 
1=1 了 = 了 1 
收 伍 . 由 第 18 题 结 果 ， 当 1 <p<oeo 时 ，YiE 了 有 


oo 6 178 
oj (em 
3 一 1 了 一 1 

及 YYmE 本 定义 算 子 4 如 下 ， YEP， 


0， 让 下. 





{asjPF:EP， 且 





则 hmfeP; jj S( 袜 (时 jos) ll 故 hm eB() .又 


JJ 一 1 
oO 
之， of 广 


js 


o9 


IMeo7 一 4j 了 = 3》 


4 一 凡 十 1 


天 
全 站. 
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故 由 第 17 题 结果 ，3 4 E BSP) 使 得 
6 -> 和 用 训 生 lm lt 
易 见 4 = 4 当 呈 = 1,oo 时 类 伺 可 证 . 
21， 当 Rn) < ocy pfaz 负 是 有 界 画 数 时 显然 成 立 . 对 于 上 无界，( 天 ,乌有 内 
是 e 有 跟 测 度 空间 时 用 截断 逼近 . 
22，、 首 先 证 4 是 钱 算 子 ， 然 后 用 闭 图 定理 . 


86.3 


3 是 加 后 古 Wo 记 些 { 芷 十 cto| 天 天 ,aeE 了 到. 
首先 将 态 延 拓 到 Xi , 记 延 拓 后 的 线性 证 天 为 万 ,那么 


方 他 十 to) = 而 人) 十 六 fo)， 《ay) 
其 中 六 (go) 待定 ， 由 已 知 条 件 知 ，YzE 瑟 ae E 到 ,有 
太 他 十 age) 六 下 (人 十 ao) tb) 


将 上 面 不 等 式 两 过 同 除 及 | 咱 , 不 等 式 必 ) 等 价 于 


太 { 一 引 生 Bo 一 到 ， VYyzE 克 0， 
真 (一 扣 十 只 冬 所 一 加 十 芭 ， VB2 E 发 0 


或 
丰 (有 一 下 一 加 十 多 关 太 (0 基 ( 区 十 Po 一 起. 
于 是 为 了 能 取 到 适合 (b) 式 的 疡 (ao) 必须 呈 仅 须 
sup【 矶 ( 们 一 攀 一 因 十 内) < 这 (Fofo +plo 一 习 ). (oO 
世 其 瑟 尼 大 各 


然而 fc) 式 是 可 以 保证 成 立 的 . 这 是 因为 立 扩 过 ED， 
矶 (及 一 轴 ( 人 二 而 人 一 可 挟 P 一 引 拓 BE 一 加 ) 十 f20 一 二 


折 以 
态 人 的 ) 一 下 一 加 十 妇 苹 轴 ( 引 十 站 (加 一切、 (d) 


显然 (d) 式 蕴含 (c) 式 , 今 任意 取 定 太 (ao] 为 {c) 式 两 端的 中 间 值 ， 就 能 根据 (a) 
式 得 到 而 在 如 上 的 延 拓 户 , 注意 ， 由 于 访 (to) 的 取 值 不 唯一 ， 这 种 延 拓 也 不 
唯一 . 
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其 次 将 方 逐步 延 拓 到 整个 万 上 ， 这 要 用 2zorn 引 理 ， 记 工 为 指标 集 ， 令 
用 0 伺 是 全 大 ; 
(iiET| YzEXo 有 卢 (z) 一 加 
YE Ai 有 六 他) 安 (z) 
在 天 中 引信 如 下 序 光 系 ， { 嫩 , 所) < (和 , 瑟 ) 是 指 
和 Xi (zy 一 方 (人 wzEEX 
于 是 季 是 半 序 梨 . 设 .4 是 地 中 的 任意 一 个 全 序 子 集 ， 念 


二 对 


4 择 LU 【全 天 ) 芯 Ad 


了 (三 天 (2 YY 开 后 (六 ) Ed 


出 于 Ad 是 全 序 集 ， 容 易 验 证 夸 w 是 包含 Xo 的 子 空 间 ， 疡 4 在 AI 上 唯一 确 
定 , 是 满足 fusfz) < p(z]. 于 是 (At, na) E 丰 并 且 是 At 的 一 个 上 界 . 由 Zorn 
引 理 ， 六 本 身 有 极 大 元 ， 记 作 (XA, 及 ). 

兹 证 明 XaA = 天 ,用 反 证 法 .如 落 不 然 ， 可 以 构造 出 

( 却 。 所 ) E 大， 狭 尽 Xa 乓 区 

从 而 (六 ) < ( 交 六 )， 但 是 (XA， 所 ) 关 ( 癌 六 ) 这 与 ( 疱 ,大 ) 是 极 大 元 
译 盾 ， 因 偿 避 A = 大. 于 是 所 求 的 了 取 为 闪 即 可 . 

6、 注 意 到 和 m(z) = p(z])/pfro) 是 X 上 一 个 半 模 

8， 必 要 性 晶 然 可 直接 验证 ， 现 证 充分 性 . 在 由 {zl,za,… ,zn} 生成 的 线 
性 子 空间 上 定义 线性 医 画 


加 (一 二 2 2cr， 
=1 7=! 


再 用 延 指定 理 (定理 6.3.2), 将 其 延 拓 到 全 空间 上 . 
10. 设 了 E 介 六 ,定义 mr 一 Pa)，Y 上 FE 本 其 中 


1 
ww 一 长 人 E 下 8) = 
由， 多 天 大 


从 一 丰 ， 


fa 是 昌 的 一 组 基 ， 于 是 wz = 长 g}] E 
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F(z) = y out 
YE RN 定义 革 一 全 呈 ，) 一 stem， mi) = 0, 当下 夫 时 .于 
是 7) = lenh ls = 记 a= fan 出 
|e 二 san 和 < 让 
町 此 映射 更: 了 ma 是 人 ) 到 钙 的 连续 映射 ， 它 显然 是 一 一 的 ， 反 之 ， 
va 二 fan} 6 tm, 定义 娃 上 的 线性 泛 函 为 


ffz) = 3》 akEe YE 长 全 昌 . 
k=1 


则 FE 全 六, 且 中 < Ia 下 更 :了 Fa 结合 上 述 证 明 , 所 以 lal| = | 让 因而 更 
是 一 一 清 的 等 距 肌 射 ， 故 im = 作 ). 注意 (加 关 忆 .车 不 然 ， 设 (is 六 = 瑟 ， 
由 是 可 分 知 (im) ”可 分 ， 于 是 请 可 分 ， 但 是 请 是 不 可 分 空间 ， 得 到 了 矛盾， 

15， 显 热 c 为 iee 的 子 空间 . 

(D) 证 明 e 是 闭 子 空间 ， 设 {z。]} 为 c 中 的 柯 西 列 ， 则 存在 极限 im zy 一 
2 Et 要 证 zec 记 zn = 长 的 } 全 一 { 人 对 于 每 个 已 

本 一 6 < zs 一 za 一 0， 全 可 -oo 
长 名] 号 ， 为 柯 西 列 ， 易 见 lim ef) = 总. 任 给 es>0 3NER 当 思 下 二 和 
时， |zn 一 2m|| < </3, 国 而 |lza 一 zl 和 es/3. 又 3 下 E 卫 当 大 > 下 时 ， 
区 一 欠 中 < e/3. 十 是 
本 一 生生 人 一 让 人 一 给 二 ”一 全 
么 本 一 2 二 一 多 和 +] 一直 < 

所 以 字 反 忆 

(2 证 明 (co) 与 六 等 距 同 构 . 令 由 = 1 1010 则 wzr= 萎 引 E 


路 


em 
Co， im 上 = 和 0 有 T= 和 们 i Eee 设 fat= 人 : 记 of= (Ga 匀 2， 
下 避 开 一 1 


WE 了 取 rn = 长 站 ] 如 下 : 
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0 
估 ”二 


0D， 玉 > 于 


则 zw Eeelo 人 = 二 有 jzo)= 守 lar < 人 因而 laxl < co, 即 
{ar} E. 考虑 线性 上 映 射 开 :ci 一旦 ， 了 ay = {ar} 则 开 是 连续 的 . 反之 . 
ya 一 farleivyr=fE ec 定义 了 如 下 ， 


1 > ， ngn 
玫 一 1 


则 | Fe)| 友 上 el 三 lez| = 二 | 川 o 有 所 以 FE 舍 ,H< je 外 易 见 世 六 =a. 结 
全 二 述 所 证 ， 有 1 六 = 1P 获 互 是 等 距 映 射 ， 

16， 任意 n 阶 绿 项 式 的 全 体 PP 是 m+t+ 维 线性 空间 ， 在 这 个 空间 上 定义 线 
社 泛 函 如 下 ， Yp e Po， 加 

加 CR 
7 ( 引 ) 

则 了 是 (Pa :|le。) 土 的 连续 线性 证 函 ， 

17， 设 对 是 自 反 Banach 空间 的 闭 子 空间 ， YE 今 r = 到 
航 E 了 定 祥 于 荐 下， 和 了 EE 大 

秋 ( 门 = 8Poe 
则 | 本 (有 | 冬 | 扣 LLFrl < 人 用 . 夏 生 E 关 由 于 改 自 反 ，3zroe 大 , 司 得 
Jre 一 肌 . 当 ji = 和 0 时， Fao) = 亚 ( 朋 = 人 for) = 由 于 明 由 定理 6.3.7 知 ， 
zoE 册 .YE 设 了 为 记 在 藉 * 中 的 延 折 ， 则 户 r = 9 于 是 
(一 《太一 《2 一 《20 人 让 

记 .iir 为 财 一 NM 的 典 则 映射 ， 则 .szo = 册 所 以 M 是 自 反 的 ， 

18. YAE 村 ”定义 不 姑 T 下 ， YE， 

胡 ( 月 = AT 

则 和 EX 全 是 人 = 站 YE MT 有 (0 站 = 人 有 二 0 所 
以 RN = 是 即 WM CT 了 EX | 和 0 反之 ,车 E 
XXX， Are 一 0 信 =Alwv 注意 到 YEX OF 一 HureM ,有 
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《下 站) 一 《 生 月 (有 一人 《和 六 

苓 下 = 员 A) 愉 而 { 了 E 二 人 fr 王 0 CN 

20， 由 推论 6.3.3 知 ，37 < ”使 得 上川 三 二 所 zo) = ol = 1 出 超 平 
面 

{ 工 二天 | Faz] = 放 zo) 一 zoll= 匡 

即 为 所 求 的 切 平面 . 事实 上 ，Yz E Bi, 有 天 到 | 川 <1I= 天 ro 

23， 了 ” E 站 (三 且 ( 症 YY 只 需 证 站 一 (人 
= 工 即 可 . 

幼 . 了 在 全 弯 间 蕊 上 定 久 ， 因 此 只 需 证 明 了 为 闭 算 子 即 可 ， 


86.4 


5 YF E Fe( 取 ), 有 
1 
lssf -天 = U fo da 30， 当 半 oo. 


所 以 9 一 五 对 于 mE 到 构造 画 数 


1 生气 业 2n， 
访 (7) 一 
小 其 他 . 


则 六 E 2( 权 ) 有声 上 = 革 由 于 18Sn 一 列 首 六 一 天 和 = 二 所 民 5 不 一 致 收 
黎 到 了 

8. 设 4CGX. 若 4 有 界 ， 由 定理 6.4.14 知 ， 集 售 4 葡 列 紧 . 反之 ， 设 4 
绸 列 紧 . 车 4 无 界 ， 则 存在 序列 {fz。]} C 4, 使 得 za|| 一 oo. 由 能 列 紧 性 知 ， 存 
在 子 列 {zu,] C {fznj 使 {znx} 弱 收 俩 ， 于 是 fllzm 具 有 界 ， 这 与 上 aa| 一 oo 
矛盾 - 

9， 用 反 证 法 . 若 ww 一 zo, 但 是 za 三 邮 . 由 定理 6.3.7 知 ，3 了 EX aaE 了 下 ， 
使 得 

FT < Fro)，YzE 

从 而 ffzn) <a< fro) 这 与 gn 一 2o 诈 盾 ， 
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12， 首 先 证 明 C[0,1] 依 了 工 [0,1] 自身 入 扑 是 闭 集 . 车 1 六 CC,H ,了 E 
2 [0 1 | 疡 一 川 a 一 小 则 存在 零 测 集 互 , 使 得 在 [中 引 瑟 上 万 一 于 所 以 
了 EC 上 tl. 由 此 可 知 C[0, 1] 基 狐 集 ， 册 此 在 也 ”= 扑 , 癌 自身 的 拓 拉 下 ，C[0,1] 
不 是 稠密 的 . 

车 依 工 扣 , 媒 = (0 六 作为 瑟 :10,1 的 对 侦 室 间 ， 可 证 明 Cn,3] 依照 
ur 拔 扑 在 Feefo,1l 中 稠 窗 ， YE Emo 当 z>1 或 z<0 时 令 阁 = 
将 了 看 成 及 上 的 画 数 . 取 PE Cel0 ,HH, 令 


pe 四 = te( 引 )， 
则 卷 积 pe * 广 E CR)， 于 是 它 在 [0,1] 上 的 限制 记 = pe jloan e Clo,1] 记 
着 fz) = Of- 可 于 是 Yg E 开 fo,]], 同样 将 9 的 定义 延 折 到 R 上 ， 当 *E[0, 了 
时 ， gf(z) = 0. 于 是 


/ (Fey - Fa))g(zydz 
=-/ | 1 ore -aa- oa jd 
= 人 Flgy 六 加 -gtz)dz， 
本 而 


1 
四 -Aleeaasiyleler 交 -9 es 





上 
1 加 罗 一方 交 ee 下 mm = 从) 到 站，Y9 
了 2 一 f, 有 Fourier 展 式 ， 


PE 


gg 的 = enet， 有 要 = len 


玫 王 一 上 性 二 一 上 


于 是 Ye> 山 3mo>0, 人 司 得 


>》 pf] < 


1#| > 
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有 而， 对 于 充分 大 的 mW， 


赤 rz 1 上 
一 int 
1/ 9g(3 ae 吕 |< 广 并 la 
瑟 一 1 几 一 1 
Jr2 


1 加 1 
< 这 这 
了 荆 一 


人 一 各 0 十 1 


盖 elf 交 cp) 


妇 一 RNO 十 1 





[jn = 二 


避 | 


私 


忆 | 一 


因而 imv-= lg, ji <e 故 入 全 0. 
14、 设 As = A， 则 Fz) = 大 人 ，YFE CD). 由 此 得 到 = 纪 所 以 映射 
了 是 一 一 的 击 于 
Ji lax(P) 一 As( 有 站 | = Ji jy 一 寺 抽 | = 0， 


所 以 映射 光 是 连续 的 ， 划 证 区 : 也 是 连续 的 . 假设 4 -, 即 Y 了 EC(D)， 
As 门人 太 (六 或 Frn) 一 72) 于 是 za 一 z. 由 于 有 穷 维 空间 上 的 绒 收 笋 
等 价 于 强 收 艇 ， 故 rw 一 z, 所 以 了: 是 连续 的 肌 射 . 

15， 用 反 证 法 ， 若 4 不 是 有 界 的 ， 则 存在 {fzaj C 天 ,满足 lzn1 一 0 但 
是 | az 一 和， 于 是 存在 < > 帆 以 及 子 列 {znx ,满足 1 4znel  E， 画 为 
za 二 由 所 以 存在 ax 一 oo, 使 得 akzns 一 0. 但 是 | 4axznx| 一 ee 表明 ， 
4esznh 不 可 能 聘 收 化 .得 出 矛盾 ， 

16，Banach 空间 中 弱 有 蛋 等 价 于 强 有 界 ， 算 子 的 连续 性 等 从 于 有 界 性 . 

17， 人 (人 对 于 每 个 (pbmj, 选 玛 emn 一 {mn 人 (RD E co 则 {emnj 组 成 
co 的 一 组 基 ， 加 

中 二 好 (mo co 《二 一 3 旺 [mt 玫 )Jeman， 


刀 ,7 一 1 


VYz = 地 (mm 他 EE, 定义 co 上 的 线性 证 范 关 下 :YY = 贸 (m 划 ]E c， 


Te 


万 全 = >，mmzslnm my 


和 4 二 1 


则 | 疡 人 < 和 le 全 导 , 因 而 | 关上 和 和 zl 当 产 =0 时 ，*(m 全 二 产 (emmh 二 
0, 所 以 了 = 人 定义 映射 工 :六 一 (co 下:z 呈 访 , 则 工 是 一 一 的 连续 映射 . 
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反 立 ，YF Eco ， 今 Tfmim) = fenn) 于 是 wa = { 人 (mn Eco rrg) 
密 fmnjgyfm ta) 选取 yw = fyw(mmn] Eee 如 下 ， 


Biaeg zh ， 1 世 和 下 
2 (Ta) 一 


由 其 他 . 
于 是 ， 
3 ，izrftmml= Flow)sllflllywlle = If 
他 fm 一 虐 


轩 而 2 lz(majl< 时 让 所 以 == fen e 人 县 了 一天 ,fl = If 


由 此 可 得 呈 = (co 
(2 设 zw E 1， Tm 一 TO, 即 当 闪 一 oo 时 ， 


Le 








lw - 2zo 有 | 三 》 |w frm9 一 ofnam| 一 0. 
mm 一 1 

于 是 

im lzwfomDJ- zetmD1= 

有 环 操 

Di oo 
i 姻 一 < |zn 一 一 人 . 
| 一 下 ls -zl 

所 各 


=] [= 
im rzwtom 到 一 2 = 2 mn) = marofrn, 1 


国 此 ro e 对 , M 是 开 的 闭 子 集 . 
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有 
吕 . 忆 . 

如 x 旦 

由 二 吾 

册 工 
linspanf.4) 
有 4 

四 i4， 

Ba 

吾 : (7T) 

招 

号 [ 瑟 , 乒 ) 
好 [五 ) 


小 


19 
19 
29 
29 
29 
7 
133 
229 
229 
229 
243 
25 
22 
29 
54 
243 
243 


8( 习 ,了 
如 ( 民 ) 
吾 [0, 引 


C( 避 ) 
(2 
Ce(R") 
CD) 
CO) 
Ce (ER ) 
Cl(B 考 ) 
C( 五 ) 
CU 
研 人 , 拥 
85 

De 


六 一 
六 -下 
大 “3 
太一 户 ae.[ 吾 | 
六 “7 


六 一 + 了 


283 


28,158 
175 
494 
198 


77,86 
7 了 7 
77 
77 
77 
80 
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一 一 一 
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万 - 全 # 86 了 PP 间 278 
下 + 日 142 了 2 (器 278 
中 fl 152 7 (} 全 
1 152 和 (局 ) 吕 
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到 174 9 ) 72 
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Gr 292 到 " 27 
1[0, 185 2 23 
百 *fE) 229 pfd) 263 
m zf) 279 pfzi 从 277 
m2f9) 279 S(z) 甩 中 亿 ?74 
人 hzjdz 93 3S( 了 Rn") 199 
开 ( 瑟 ) 98 af4) 263 
琵 (第 开 问 109 ap(d 263 
入 二 忆 XD 144 到 二 了 285 
ITP( 避 ) 152 sm 3 一 了 285 
了 ee[ 瑟 ) 152 四 一 全 285 


p( 苇 太 问 152 补 310 
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一 -一 -一 


Var( 约 308 
im 加 一 了 174 
如 -lim 二 一 导 316 
ulim 万 二 丰 319 
站 下 28,276 
( 主 ,可 158 
《全 210 
(二 9) 226 


嫌 
和 
更 mm 一 由 
T 世 Y 
蔷 
{,3)} 
【2 五, 
三 (全 大 站 X( 邓 区 


284 
309 
316 
320 
327 
327 


144 
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怠 

闭 包 29 
财 集 37 
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定理 40 
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不 可 测 集 有 
本 性 上 脓 15 之 
标准 正 变 系 175 
Bessel 不 等 式 177;191,230 
Banach 不 动 点 定理 220 
标准 正 交 集 2304 
保 内 积 算 子 245 
闭 图 像 定理 292 
闭 算 子 292 
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Baitre 定理 339 
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心 
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测度 58 
完备 测 瑚 58 
概率 测 惠 58 
5 有 有 限 测 度 5 和 8 
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Dirac 测度 58 
调度 空间 58 
完备 测度 空间 58 
概率 测度 空间 58 
乘积 r 代 笋 139 
科 积 测度 144 
乘积 测 度 空间 144 
次 线性 证 函 312 
瑟 
笨 摩 根 【De Morgan) 法 则 5 52 
代数 数 24 
导 集 9 
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Dirac 测度 
Dirichiet 函数 
笛 卡 儿 积 
多 重 指数 
多 重 微分 算 子 
等 度 连 续 
等 距 算 子 
点 谱 

等 价 范 数 定理 
第 二 共 斩 空 间 
第 - 鸯 的 集 


下 

复 教 集 
Eee 集 
覆盖 

开 覆 盖 

有 限 覆 盖 

子 枝 盖 
绑 雷 歌 【M.Frechet} 
丰 可 测 杖 数 
Fatou 引 理 
Fubini 定理 
范 数 公理 
Fourier 系数 
fourier 级 数 
Feurier 变换 
Fedholm 二 中 择 一 律 


58 

了 71,91,107 
133 
193 
194 
217 
24f6 
263 
291 
309 
339 


1 
32 

39 

39 

39 

39 

45 
72,152 
117.128 
141.147 
155 

177 

177 

198 

266 


范 数 


信 
cs 集 
概率 测度 
概率 测度 空间 
共 斩 指 数 
Gram-Schmidt 正 变化 
广 叉 Minkowski 不 等 式 
共 苑 头 线 性 形式 
共 哎 定理 
Gelfand 引 理 
共 入 空间 
共 罗 算 子 


二 
D.Hilbert 希 尔 伯 特 
Hilder 不 等 式 
Hermite 洛 项 式 
Hilbert 空间 
Herrmite 算 子 
Hellerger-Toeplitz 命题 
Habn-Banarh 定理 


37 他 


32 
58 
58 
15 汪 
183;233 
207 
247 
293 
298 
307 
310 





交集 
集合 的 天 
集合 4 与 互 对 等 
集合 列 {4u} 的 上 极 跟 
集合 列 【4n} 的 下 极限 
集合 列 {4} 的 极限 
目 离 
阳 点 
紧 集 
简单 函数 
阶梯 赣 教 
几乎 处 处 成 立 
几乎 处 处 相同 
几乎 处 处 非 抽 
几乎 处 处 有 限 
几乎 处 乓 收 贫 
几乎 一 致 收 剑 
积分 的 绝对 连续 性 
积分 平移 不 变性 
卷 积 
焉 离 公理 
均 方 收 敏 
基本 列 
虐 离 空间 
紧 致 集 


34 


18 


28,210 
29,232 
41 
65,73 
65 

?1 
72,74 
72.74 
72,74 
74.77 
77,85 
102,110 
102 
142,191 
158 
159 
161.212 
210 
216 


局 部 利 普 希 菩 (Lipschitzj 夭 件 221 


暴 算 子 


259 


索引 


下 
可 列 集 [或 可 数 集 ) 
开 集 
柯 西 政 全 原理 
开 竺 体 
可 测 集 
可 测 空间 
可 测 函 数 
可 积 范 数 
控制 收 伍 定 理 118， 
控制 函数 
柯 西 列 
可 分 性 
Kronecker 记号 
开 映 射 
开 贞 射 定理 


开 
连续 势 
勘 贝 格 {H.Lebesgue) 
Lebesgue 针 测 度 
Lebesgue 可 测 集 
Lepesgue 可 铀 画 数 
鲁 金 定理 
Lepesgue 称 分 
Lebesgne 测度 
Lebesgntme 可 积 的 
Levi 定理 


405 


19 
32 

39 

45 

呈 1 

57 
64,72 
94, 双 
128,160 
118,128 
161,212 
163,214 
175 
290,.337 
290,341 


94,98 
95 
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Lepesgwe 基本 定理 115 
黎 曼 函数 127 
Lebesgue 基本 定理 127 
聚 次 积分 134 
2 范 数 152 
zz? 订 间 152 
za? 收 策 159 
Z2 入 制 收效 定理 160 
了 2 允 近 163 
Legendre 客 项 式 183 
药 布 中间 {Leipniz) 法 则 200 
列 紧 性 214 
自 列 紧 214 
列 紧 空间 214 
这 续 碳 射 218 
连续 线性 算 子 243 
LaxMifgram 和 定理 296 
M 
模 28 
疡 可 积 的 108,109 
9 135 
Minkowski 不 等 式 t56 
广 久 Minkowski 不 等 式 ”207 
攻 等 算 子 253 
N 
内 积 172,226 


内 各 公理 
内 积 空间 
逆 算 字 定 理 


心 
欧 氏 空间 


史 
平均 收 笋 
次 平均 收 煞 
Parseval 等 式 
平均 连续 性 
Plancherel 定理 
Poisson 求 和 公式 
谱 集 
阐 
偏 序 空间 
偏 序 集 


忆 
球 邻 城 
强 收 笋 
全 序 空间 
全 序 集 合 


性 
Riesz 定理 
弱 收 印 
Rieszs-Fischer 定理 


173 
226 
290 


27 


159 
159 
181,205.232 
192 
204 
208 
263 
263 
327 
327 


29 


285 


327 


员 下 
173.285.316 
178,191 





Riemann-Lebesgue 引 理 


Riesz 表示 定理 
弱 * 上 量 仇 

弱 列 紧 的 

纶 * 列 贤 的 


S 


实数 集 

荆 确 界 

上 极限 

势 ( 勤 基数 } 
超越 数 

a 代数 

可 加 性 

I 有 限 测 虐 
朝 积 e 代数 
三 角 不 等 式 
Schwars 不 等 式 
收 笋 列 

速 降 郴 数 
上 尘 连 续 


索 伯 列 夫 (Sobolev)] 空间 


滋 积 算 子 
商 室 阿 
商 映 射 


特征 函数 


208 
238 
319 
330 
320 


1 
8 

9 

19 

24 

33 

58 

58 

139 

154 

154 
161,212 
199 

223 
229,279 
257 

288 

288 


10,17 


索引 各 7 


Tietze 扩张 定理 85,332,334 
Tonell 定理 140,147 
凸 柄 数 150 
同 梅 算 子 245 
投影 算 子 253 
特征 值 263 
T 
Urysobhn 引 理 331 
Urysohn 定理 334 
三 
无 最 天 基数 定理 24 
完全 尘 35 
外 测 订 46 
完备 测度 56 
完备 测 诬 空 间 58 
完备 性 定理 161 
完备 距离 空间 212 
魏 尔 斯 特 拉 斯 【Weierstrass) 
定理 213 
完备 化 定理 213 
完 乔 化 空间 213,335 
完全 有 界 性 214 
区 
下 确 界 8 
下 极 跟 10 
美 上 的 连续 画 数 允 





408 索引 





下 半 连 续 
线性 汪 函 
才 X1 上 的 二 元 关系 
稀 朴 集 


有 理 数 集 


复合 映射 
有 限 枝 盖 定理 
致 收 钱 
叶 世 罗 去 定理 
令 测 度 收 敏 
依 测 度 基本 列 
依 测 度 A 收敛 
有 界 收 徊 定理 
辆 (Yeung) 氏 不 等 式 
有 穷 = 网 
一 致 有 界 
压 绾 映射 
压缩 映射 原理 
有 界线 性 话 函 
有 界线 性 算 子 
协 算 子 


2124 
236.242 
336 
328 


77, 86,285 
77 

80 

82 

86 
120,128 
191,206 
214 

217 

219 

220 

237 
243,283 
251 


有 穷 秩 算 子 
天 解 集 
依 范 数 收 笋 


包 
自然 数 集 
整数 集 
直 积 【 笛 卡 儿 乘积 ) 
重 积分 
旬 省 不 等 式 
正 惨 系 

标准 正 交 系 
正 变 补 空间 
自 列 贤 
正 变 补 
正 交 集 

标准 正 交 集 
2orn 引 理 
正 交 投影 算 子 
自 共 统 算 子 
自 伴 算 子 
正规 算 子 
正 算 子 
正则 值 
自 反 空间 
2zpormm 公理 
2orn 引 理 


260 
263 


244 
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